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Préface

Cet ouvrage a été congu pour un but précis, un guide pratique et simple, un livre
d’exercices corrigés avec rappel de cours a destination des étudiants de deuxiéme
année licence mathématique abordant le module d’analyse III. Il contient ’essentiel
du cours illustré par des exemples, tout en respectant le programme proposé par le
ministere.

Il ne substitue en aucun cas a un cours théorique complet, au contraire il doit au
fur et & mesure ’accompagner pour une bonne compréhension et une assimilation
du cours. Des exercices d’applications de difficultés variées sont proposés a la fin de
chaque chapitre afin d’élucider le raisonnement suivi et de permettre a I’étudiant de
tester ses connaissances et a se préparer aux examens et aux tests finaux.

Fruit de nombreuses années d’enseignements, ce travail tout en restant modeste
se divise en quatre chapitres, le contenu et ’ordre étant respecté suivant le canevas
donné par le ministére.

Et de I'observation des difficultés que rencontre ’étudiant dans ’abord des math-
ématiques au niveau du premier cycle des universités qui se résume ainsi :

-Difficulté pour comprendre un énoncé

-Difficulté de conception et de rédaction de raisonnements

-Difficulté de mettre en ceuvre un travail méthodique et de dégager les idées
sous-jacentes.

[’ambition de cet ouvrage est de contribuer a la résolution de ces difficultés.
Pour ma part, un conseil fort utile pour les étudiants ou tout autre personne voulant
acquérir des connaissances dans ce domaine et de bien comprendre le c6té théorique
et de passer a faire les exercices sans se soucier des réponses. Les solutions sont
utiles uniquement pour appréhender le degré de difficulté du probléme posé.

J’espére que ce document est un apport pour les étudiants et pour toute autre
personne voulant maitriser cette partie de 'analyse mathématique.

Je tiens & remercier mes collégues qui ont le mérite de bien juger ce manuscrit et



d’y apporter des modifications. Il est possible que ce travail comporte des imperfec-
tions, je serai trés reconnaissant & tous ceux qui me ferait part de leurs remarques

et leurs suggestions.
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Chapitre 1

Séries numériques

Introduction

On introduit dans ce chapitre le concept fondamental de série numérique. Cette
notion permet I’étude de phénomeénes discrets par nature, permet également la défi-
nition de nouvelles fonctions, et sert de fondement aux théories essentielles des séries
entiéres et séries de Fourier. Ses prolongements se retrouvent dans la plupart des
branches de ’analyse et des probabilités.

Prérequis:

Analyse et topologie (limites, continuité, dérivation, développements limités).
Suites réelles, complexes et vectorielles
Analyse 1ére année (transformations intégrales, fonctions spéciales, EDP,. . .)”.

Statistique inductive (lére année)

Analyse numérique

1.1 Deux concepts : suites et séries numériques

Une suite numérique est par d efinition une application définie sur ’ensemble des
entiers N (ou éventuellement l’ensemble
des entiers supérieurs ou égaux a un seul ny € N) et a valeurs dans C : par

exemple les applications :



neN—-2" (z€C)

1

neN-{0,1} — Py p—]

d “efinissent des suites numériques ; on notera de maniére abrégée une telle suite
sous

la, forme(uy,)n>no , no d esignant précisément le seuil en dega duquel le nombre
un

n’est plus d’efini. On dit que un est le terme général de la suite. Si le terme
général

de la suite est toujours un nombre réel, la suite est dite & valeurs réelles.

Definition 1 Soit (u,) une suite numérique; de k = R ou C. On appelle série

n>ng

de terme général u,, la suite de k x k, ((un, Z uk)> :
n>ng

k=ng

n
La quantité Z uy est appelée somme partielle d’indice n.

k=ng

Notation:On note Z u,, la série de terme général u,, ou [u,]

n>ng

n>ng °

o0
On réservera dans ce cours la notation E u,, a la limite (si elle existe)

k=ng

Definition 2 On dira que la série Z Uy est :
n>ng
e convergente (CV) si lim s, existe, et on note alors Z u, cette limite,

n—-+o0o
n>ng

e divergente (DIV) sinon,
e absolument convergente (AC) si Z |un| est convergente.

n>ng

Série géométrique: u, = cq", avec ¢ # 0. La série 5 cq" est convergente si
n>0
et seulement si |g| < 1.et la somme

vaut alors i (somme partielle pour g # 1)



Série télescopique : u, = v, — v,+1 La somme partielle S,, = vy — v,41. La

série converge ssi lim v, existe ,

n—-400
et la somme vaut alors vg — limw,
n—-+00
- 1 -1 _ 1 _
Example 3 u, = nT) Pour n >1, onau, = — ;=5 et donc E u, =1

Proposition 4 Si g U, est une série numérique convergente, alors lim wu, = 0
n—-+00
n>ng

Preuve 1.1.1 1[I suffit de remarquer que, pour n > ng + 1,

Up = Sn - Sn—l;

si la s’ erie E U, converge, on a

n>ng

dou lim u,=5-5=0

n—-+00

par linéarité de la prise de limite.

Example 5 pour a < 0, % ne tend pas vers 0 (gd n — +00), donc Z - est

nDC
n>ng
divergence.

LA RECIPROQUE EST FAUSSE
Il existe des séries divergentes dont le terme général tend vers 0.
Tout raisonnement du type « le terme général tend vers 0 donc la série

converge » est FAUX

1.2 Séries numériques a termes positifs

Dans cette partie, on considére des séries a termes réels positifs. Quitte & considérer

la



série opposée, ces résultats s’étendent aux séries a termes réels de signe constant

(attention toute fois a bien retourner les inégalités pour les séries a termes négatifs).

Proposition 6 La série E u, converge si et seulement si la suite des sommes
n>0
partielles (Sy),~, est majorée.

Si elle est divergente, alors lim .S,, =+o0.
n—-—+00

Démonstration: (<) Vn € N @ S,41 — S, = uppr > 0, alors (5,),,5, tel que

n

S, = E uy, est croissante, si (S,),~, est majorée, donc elle est convergente par

k=0
conséquent la série E U, converge.
n>0

Zun converge << (Sy),>o converge
n>0 -
= (Sn),o bornée

= (Sn),>o majorée.

Notations: Si E u, est une série a termes positifs divergente, on écrira
n>0

Zun = +00.

n>0

Cette notation signifie que lims,, = +oo, elle est généralement réservée aux séries
n—-—+00

divergentes a termes positifs (ou positifs a partir d’un certain rang).

De méme, pour indiquer que la série de terme général u,, > 0 converge, on écrit

parfois Zun < 4o0.
n>0

Exemple 1.2.1 FEtudier la nature de la série Z %
n>0



. cosz(n) 1
VneN: 5 < ey et on a

1 1 1

(n+1)(n+2) ~ n+l n+2°
n n

_ cos?(n) 1 1 _ 1 »
Alors s, = (n+1)(n+2) < Z <m - m) =1-- <L Alors la série
p=0 p=0
Z % est convergente.
n>0

1.2.1 Comparaison des séries a termes positifs

Théoréme 1.2.1 Soient Zun et Zvn deux séries a termes positifs telles que

n>0 n>0
U, < vy, pour tout n > 0.

1) E v, converge — E uy, converge, et on a
n>0 n>0

D tun <) v (2.1)

n>0 n>0

2) Z u, diverge —> Z v, diverge.
n>0 n>0
Démonstration:
n

1) Soient S,, = Zuk et T, = ka. Par hypothese, on a u, < v, pour tout

k=0 k=0
n > 0, donc

VYneN, S, <T, (2.2)

Comme la suite (7),) est majorée (car convergente), il en est de méme de la suite

(Sn)-

Donc la série Zun converge. On obtient I'inégalité (2.1) en faisant tendre n
n>0
vers l'infini dans 'inégalité (2.2).

2) C’est la contraposée de I'assertion 1).

Exemple 1.2.2 Considérons les séries Zln (1 + (%)n) et Z (%)n . 1l est clair
n>0 n>0



que les deux séries sont o termes positifs, de plus on a :

3 n 3 n
— < —
VnEN,0<ln(1+(4)) (4)

Comme Z (%)n est une série géométrique de raison 0 < % < 1 donc elle est

P . n
convergente, alors la série E sin ((%) ) est convergente.
n>0

Remarque 1.2.1 Si la majoration u, < v, n’est vérifiée qu’a partir d’un certain

rang ng, la régle de comparaison

reste valable car la convergence des suites (Sy)n>n, €t (T)n>n, entraine celle
des suites (S5)n>ng €t (Th)n>n,- Cependant, I'inégalité (2.1) peut étre fausse. Ainsi,
pour u, =3 "sin>0,etv, =2""sin>1et uy =0, on a évidemment u, < v,

pour tout n > 1, et I'exemple 1.3 avec a = % et a = % montre que

Zun: >ZU”:1'

n>0 n>0

N W

La regle de comparaison permet d’établir un autre critére important.

1.2.2 Regle d’équivalence

Théoréme 1.2.2 Soient Zun et Zvn deux séries o termes positifs telles que

Uy Uy, lorsque n — 400. Alors

1) Les séries sont de méme nature.
2) En cas de convergence, les restes sont équivalents.
3) En cas de divergence, les sommes partielles sont équivalentes.

Démonstration: L’équivalence wu,,~v,, peut s’écrire

Ve>0, dng e N, Vn>ng = (1 —€) v, < up, < (1+¢€)v,. (2.3)



ce qui montre que, pour n assez grand, v, > 0 lorsque u,, > 0.

1) 11 suffit d’appliquer la régle de comparaison. En effet, si Z v, converge,

il en est de méme de (1 + ¢ Z v, et donc de Z u,, S1 maintenant Z Up,
diverge, il en est de méme de (1 — ¢) Z v, et donc de Z Un,

2) En cas de convergence, la suite des restes converge, et avec 1’encadrement

(2.3), on déduit que

+oo
n>mnyg= (1—¢) va Zup (1+e€) va,
p=n-+1 p=n-+1 p=n-+1

ce qui établit ’équivalence des restes.
3) En cas de divergence, notons (S,) et (7},) les suites des sommes partielles

associées respectivement aux séries et g Uy, €t E vy,. Pour tout n > ng; on a
n>0 n>0

Sp = Sny + z”: u, et T,, = T,,, + Zn: Up,

p=no+1 p=ngp+1

et en utilisant l’encadrement (2.3), on obtient

(1—¢) Z v, < Z up, < (1+¢€) Z Up,

p=no+1 p=no+1 p=no+1

ce qui s’écrit aussi
(1 =€) (T — Thg) < Sp— Sng < (1 +€) (T — Tiy)

ou encore

(1—6— (1_6)§”O_S"°>Tn§5n§ (1—|—e— (1“);"0_5”0)%.

Comme les séries E Uy et E v, sont divergentes et & termes positifs, les



suites des sommes partielles tendent vers +oo, et 'on a
lim (1 — 6) Tno — Sno — lim (1 + 6) Tno B Sno
n—-+4oo Tn n—-+4oo Tn

=0

On peut donc trouver deux entiers naturels n; et ns tels que

(1 - 6) Tno - Sno

n

<e€

n>n — —€<

et
(14+€) Ty — Sny

n

<e.

n>ng = —e<

Avec N = max (ny,ny), on obtient
Vne, n>N= (1—-2¢)T,<S,<(1+2¢)T,,

ce qui établit ’équivalence des sommes partielles .S,, et T},.

Remarque 1.2.2 La régle d’équivalence peut étre mise en défaut si les séries ne

sont pas a termes positifs. En revanche, la régle reste valable

pour les séries E u, a termes négatifs, il suffit en effet de considérer les séries

opposées, c’est-a-dire celles de terme général —u,.

1.2.3 Séries de Riemann

Théoréme 1.2.3 La série de Riemann Z n% (o € R) converge si et seulement si

a>1.

Démonstration: Cette série diverge pour o = 1 (voir exemple ). pour a < 1,
on an~! < n*donc la série E n~ diverge d’apres la
N . . , . 1
régle de comparaison. On a vu par ailleurs que la série E <3 converge
(voir exemple ), donc par majoration on a la convergence de E n~% pour a > 2.

Il reste a traiter le cas o € |1,2[. Pour cela, considérons

9



la série de terme général

Uy = - (2.4)

On a facilement
=1
p— - T N\—a—1
— (n+1)
et comme o — 1 > 0, on en déduit que
p +o00
1' p—t s
Jm > = un =1
n=1 n=1
D’apres (2.4), on a alors, pour tout n suffissamment grand,
1 1\ 1 1-a 1
Up=——(1—-{1+— =\l {1t +0{~
n n n n n

D’ou

ce qui donne
1—«

u
T

Les deux séries étant & termes positifs, la régle d’équivalence permet de conclure
que pour « € |1,2[, la série Zn_‘" et convergente.
Du théoréme précédent, on déduit les régles pratiques suivantes qui sont des

conséquences faciles du théoréme (ou régle) de comparaison.
Corollaire 1.2.1 (Regle n®u,) Soient Z U, et Z v, deux séries a termes positifs

1) Si la suite (n®u,,) converge vers 0 et si o > 1, alors la série Z U, converge.
2) Si la suite (n%u,,) tend vers +oo et si a < 1, alors Z u, diverge.

Démonstration: 1) Puisque la suite (n%u,) converge vers 0, en

10



prenant ¢ = 1 dans la définition de la convergence, on trouve un N € N tel que
n“u, < 1 pour tout n > N. On en déduit que u, < n~% pour

tout n > N, et comme o > 1, la série Zn_‘" converge, et on conclut par la
régle de comparaison pour séries a termes positifs.

2) Si (n“u,,) tend vers +o0, alors on peut trouver N € N tel que n%u, > 1 pour
tout n > N. On a alors u,, < n~® pour tout n > N,

et comme a < 1, la série Z n~ est divergente, et on conclut ici aussi a l'aide

de la régle de comparaison.

Théoréme 1.2.4 (Régle de domination) Soient Zun et Zvn deur séries a

termes positifs u, = 0 (v,) quand n — +o0o

Si la série E vpest convergente, il en est de méme de la série E Up

“+00 “+00
Dans ce cas, les restes respectifs R, = E ug et p, = E vy, vérifient R, =

k=n-+1 k=n+1
0 (p,,) lorsque n — 400

Démonstration: L’hypothese u,, = 0(v,) peut s’écrire
dM >0, dng e N, Vn e N, n > ng = 0 < u, < Muv,.

Si la série E v, converge, il en est de méme de M E v, et d’apres la
régle de comparaison E U, converge.

Si les séries considérées sont convergentes, on a, pour tout n > ng :

+o0 +00
E l@,f Af E Vg,
k=n+1 k=n-+1

c’est-a-dire R,, = 0(p,,) lorsque n — +o0.
Remarque 1.2.3 Le théoréme précédent reste vrai si la série Z Uy, est

a valeurs complexes, il suffit de remplacer u, par |u,| dans la démonstration

ci-dessus.

11



Théoréme 1.2.5 (Comparaison série-intégrale) Soient a un nombre réel donné
et f;|a,+oo[ — R une fonction positive et décroissante.
+oo

Alors la série Z f(n) (avec n > a) et I'intégrale impropre /f (t)dt

a
sont de méme nature. De plus, en cas de convergence, on a I’encadrement suivant

+/°0f(t dt < R, Zup /f

nt1 p=n-+1

Démonstration: Quitte a considérer f, (t) = f (¢t + a), on peut supposer a = 0.

La décroissance de / donne pour tout p € N

telp, pH1l=f+1)<f1t)<f(p).

Par intégration de f sur le segment [p, p + 1], on en déduit que

p+1

f(p+1)§/f(t>dt§f(p)-

En sommant pour p allant de 0 & n, on obtient

n+1

Vn €N, Su1— £(0) < / f(t)dt < S, (2.5)

0

n+1

Si la série converge, la suite (5,,) est majorée, donc la suite / f(t)dt

I’est aussi. La fonction f étant positive, x — / f (t) dt est majorée, ce

“+o0o
qui prouve que l'intégrale impropre / f(t)dt dt est convergente.

0
Réciproquement, si I'intégrale impropre est convergente de valeur M, on

12



déduit de 'encadrement (2.5) que

Sn+1§/f(t)dt+f(0)§M+f(0)

La suite (S,,) des sommes partielles est donc bornée, et comme elle est croissante
(car la série est a termes positifs), elle est donc convergente.

Autrement dit, la série Z u, est convergente.

Proposition 1.2.1 (Séries de Bertrand) La série de Bertrand

Zﬁ (o, B) €R?

Inn)

converge si et seulement si v >1 ou (=1 et f>1).

Démonstration:

Convergence par comparaison logarithmique

Proposition 1.2.2 Soient Zun et Zvn deux séries a termes positifs a partir

d’un rang p, et telles que

u
Vo >p, = <

n U’I’L

Un+1

1) Si Zvn est convergente, il en est de méme Z Uy -
2) Si Z u, est divergente, il en est de méme Z Uy,
Démonstration: Bien str, les points 1) et 2) sont équivalents. En écrivant,
pour n > p+ 1,
Up+1 < Upt+1  Up42 < Vp42 Unp, < Un,

— Y

< 5 eney <
Up Up Up+1 Up+1 Up—1 Un—1

Y

puis en formant le produit de ces inégalités, on obtient

u”<v_"

Up Up

13



ce qui donne le résultat grace a la reégle de comparaison.

Exemple 1.2.3 Etudier la convergence de la série Z - en utilisant la régle de
n>1

. . . L. 2\
comparaison logarithmique avec la série E (;) .
n>1

n
Posons u, = 2 et v, = (%) , alors : pour tout n € N; on a

U n+1
Vne N+ el _MHL
Uy, ne

Un+1

DN

Un

n L. , L. . P
Comme ( E (%) est une série géométrique de raison % < 1). Alors la série E - est
n>1 n>1
convergente

Corollaire 1.2.2 (Critére de D’Alembert usuel (1768)). Soit Z Uy, une série

a termes strictement positifs, telle que liIJIrl "Z—:l =1

i) Sil < 1; alors la série Zun converge.
ii) Si [ > 1; alors la série Z uy, diverge.

iii) Si/ = 1; on ne peut rien dire pour la nature de la série Z Up-

Démonstration.
lim Untl s Ve>0,3N. €N, VneN, n> N, — | gl < ¢
n—+00 Up Up,
Uy,
e VYe>0,IN.eN, VneN, n>N. =l —e< 2 <] 1¢
u?’l

i) Hypothése: [ < 1, Il existe un réel k tel que [ < k < let il existe un entier ng

Un+1
Un

tel que, pour tout entier n > ng, on ait < k. On en déduit, pour tout entier % :
Ungti < k'Uy,. La série de terme général u, est convergente.

i1) Hypothése: | > 1, , il existe un entier ny tel que, pour tout entier n > n; ,
on ait u, > 0 et upi1 > u, d’O0 Upiq > Uy, >0

. Le terme général u,, ne tend pas vers 0. Alors la série Z u, divergente.

14



i11) Pour | = 1; on ne peut rien conclure. Par exemple si on prend la série

harmonique E % est divergente et la série E Wr;l)g est convergente on a

1 1
. . n+2
hm"TH:hm =1et lm(l) =1.
n—+4oo = n—-+oon, n—-+oo 5
n (n+1)

Exemple 1.2.4 Etudier a nature de la série Z 13-Qnol) oy g

3nn!
n>1
1.3..(2n+1)
. Upyl . 3 (nt1)! . 2n+1
lim = lim ———+ = lim
n—+00 Uy n—+o00 1'3'5(271'_1) n—+oo3n + 3
’Ln.
2
= —<1
3

Ainsi d’aprés le Critére de D’Alembert la série Z %est convergente.
n>1

1.2.4 Reégle de Cauchy

Proposition 1.2.3 Soit Z U, une série 4 termes positifs.

i) Sl existe | € R, 0 <[ < 1 tel que (un)% <l pour n assez grand, alors la série
Z u, converge.

ii) Si (un)% > 1 pour n assez grand, alors la série Zun diverge.

Démonstration.

i) D’aprés la croissance de la fonction x — x™ sur R ; on a
1 n
(up)” <l = u, <I,

or Zl” étant une série géométrique convergente (0 < [ < 1), donc d’apres le
Théoréeme comparaison, la

série Z U, converge.

it) On a (un)% > 1= u, > 1, car la fonction z — 2" est croissante sur R,

donc lim w, > 1, ainsi la série E u, diverge.
n—-+oo
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Corollaire 1.2.3 (Régle de Cauchy usuelle (1821)). Soit (u,), une suite &

termes positifs telle que lim /u, = I.

n—-4o00

i) Si 1 < 1; alors la série Zun converge.

it) Si 1 > 1; alors la série Zun dwverge.

i11) Si | = 1; on ne peut rien dire pour la nature de la série Zun

Démonstration.

On compare la série initiale avec une série géométrique.

i) Pour [ < 1, il existe un réel k tel que [ < k < 1. pour n assez, on a: {/u, <k,
d’ot u,, < k™ est comme la série Z k™ converge, alors la série Z u, est convergente.

ii) Pour [ > 1, on a, pour n assez grand, {/u, > 1, d’ott u, > 1. Le terme
général ne tend pas vers 0. La série de terme général est donc divergente.

i11) Pour | = 1; on ne peut rien conclure. Par exemple si on prend la série

divergente g % et la série convergente E L ona

n2

1 (1 1
im /= = lim en™G) = lim e " = 1, car lim =0et lim {/— = lim e~
n—-+4o0o n n—-4o0o n—-+o0o n—-+4oo n n—-+o0o 7’L2 n—-4o00

Or la premiére série est divergente et la deuxiéme série est convergente.

7’L2
Exemple 1.2.5 Pour la série de terme général u, = (1 — E) , on a pour tout

= (1-2) = e (a (1- 1),

et pour tout n suffisamment grand :

In(1-4)=-L40(2), etdoncnln(l1-1)=-1+0(1).

n

n>1,

Par continuité de ’exponentielle, on a alors : lim /u, = e~ !, comme e < 1,
n—-+00

2
s n
on conclut que la série E (1 — l) converge.
n
n>1
Une question se pose maintenant, peut-on avoir des limites différentes en appli-

quant les deux
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Criteres, de D’Alembert et celui de Cauchy?

La réponse est donnée par la Proposition suivante.
Proposition 1.2.4 Soit Z U, une série a termes strictement positifs.

i) Si lim “Z—:l =0 #0 et lilf YU, =l # 0, alors 1} = Is.

n—-+o0o
Donc il est inutile d’essayer la régle de Cauchy si la régle de D’Alembert a donné

lim = =1
n—-—+oo Un

i) $i lim == =1 (1 € Ry), alors lim {/u, = 1.

n—-+o00 n—-+o00

i1) S lim “"* = 400, alors lim /u, = +o0.

n—-+oo M n—-+00

Remarque 1.2.4 La réciproque de ii) est fausse.

En effet, soit la série E Up OU

n . .

(g) st m est pair

Un = 5\ . . .
3 (7) st est impair
On a
15 si n est pair
Unp+1 o 7 p
Up, 5

>  sln est impair

alors, la suite numérique (“Z—f) n’admet pas une limite, donc le Critere de
D’Alembert ne s’applique pas.
Cependant. lim /u, = % < 1, donc le Critére de Cauchy s’applique et la série

n—-+o00
E un converge.
n>0

En particulier si lim “% = 1; il est unitile d’essayer la régle de Cauchy.
n—-+too 7

Remarque 1.2.5 Les Critéres de Cauchy et de D’Alembert ne sont valides que si

lim /u, et lim 2L existent.
n—+00 " n—-+oo Un

En revanche, la quantité | = lim /u, = lim sup /u, est toujours
n—-+o0o n—-+o0o

définie. Alors on a,
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i) Si 1 <1 1); alors la série Zun converge.
ii) St 1 > 1; alors la série Zun diverge.

i11) Si | = 1; on ne peut rien dire pour la nature de la série Zun

Un+1
Un

Pour la suite nous donnons des régles permettant d’explorer le cas ot 1lim =
n—-4o00

1; dans le

Critére de D’Alembert.

1.2.5 Critéres de Raabe et Duhamel

Proposition 1.2.5 Soit (u,), une suite a termes réels positifs. Si n <u:il — 1)

admet une limite finie L

, alors la série Z u, convergente si L > 1 et diverge st L < 1.

Démonstration.

Un+1 Un+1

n—-4oo

<:>V6>0,ElNeeN,VnEN,nZN€:>L—6<n(#:1—1><L—|—€
1-L

i) Hypothése: L < 1, il existe ¢¢ = 5= > 0 tel que L + ¢ < 1 et donc

n( tn_ 1) < L+ ¢ < 1 a partir d’'un certain rang ny: d’apres la Proposition

Un+1

précédente, la série g u, est diververgente.

i1) Hypothése: L > 1, il est clair qu'il existe ¢; = % >0tel que L —e; > 1et

donc n <u“11 — 1) > L. — ¢; > 1 & partir d’un certain rang n;: Donc d’aprés
la Proposition précédente, la série Z u, convergente.
i11) Hypothése: L = 1; on ne peut rien conclure.

Exemple: si on prend la série divergente E % et la série E ﬁ est une série
n>1 n>2
de Bertrand elle est convergente , alors que

1 1
lim n|—4--1|= lim n(—)zl,
n—-+o00 n_+1 n—-+o00 n
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et

1 3
—5 11 1
lim n (_mfn —1) = lim n((n+ JIn” (n.+ >—1>
)

3
n—-+o0o —(nJrl) 3 (i1 n—-+4o00 nln°n
1
— lim n(<n+ )—1) ~1.
n—-+00 n

Corollaire 1.2.4 Soit (u,), une suite de nombres réels strictement positifs, telle

que

Un+1

i)
=1——+o0(—-], pour n — +o0.
Up, n n

i) Si o > 114); alors la série Zun converge.
ii) St o < 1; alors la série Z uy, diverge. (Inégalité stricte et non plus large).

iii) Si « = 1; on ne peut rien dire pour la nature de la série E Up,

Exemple 1.2.6 Etudier la nature de la série ne’ on a

n+1
. Up+1 . n
lim = lim e
n—+o0o Uy, n—+oo \ 1+ 1
1 n+1
= limell-— —ee t=1.
n—-+4oo n —f- ].

On applique le Critére de Duhamel, par le developpement, on a

n

.. L | .
Dans ce cas p = % < 1, ainsi la série ) %1 est divergente.
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1.2.6 Critéres de Gauss

Proposition 1.2.6 .Soit Zun une série & termes strictement positifs, telle que

J(a; 8) € R x ]1; +o0], il zl—g—l-o(i).

Alors,

o0 k
e Ry up N —.
na

et par conséquent la série Zun converge si a > 1 et diverge si a < 1.
Exemple 1.2.7 Etudier la nature de la série
[]eE-1
k=1

2{: ___?f______l_
sz v

Pour tout n € N* :

n+1 n
(2k — 1) 2%
unﬂzg kl;[l NZD :2n+1 n_
U, ntl z Vn+l 2n+2\Vn+1 i
[T2t 1I@k-1)
k=1 k=1

mais on peut écrire

1 1

n 1+ 5- 1\ 2 1 1\~ 1\ 2
Dl Tm( o) =) (1+=) (14—
Up, I+ = n 2 n n

(o (1 1

= _— - — o0 T

2n n n2

d’ot
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n

H(%—l)

ainsi d’aprés la Proposition précédente, la série k:ln—\/iﬁ est divergente.

1.3 Séries a termes quelconques

1.3.1 Séries alternées

Définition 1.3.1 Soit Zun une série a termes quelconques.

La série Zun est dite alternée si pour tout n € N : w,u,1 <0.

Remarque 1.3.1 Toute série alternée peut étre écrite sous la forme Z (—1)" uy;

ol un est de signe

constant.

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de Leibniz (1682)).Soit Y (—1)"u, une série

alternée, si (up)n

est décroissante et tend vers 0; alors la série Z (—1)" u,, est convergente.

De plus sa somme S est toujours comprise entre deux termes consécutifs S, et
Spa1 de la suite de

ses sommes partielles.

et le reste :

+oo
R,=8-S,= Y u

k=n+1

est du signe de u,1 et vérifie |R,| < |upqq] .
Exemple 1.3.1 Pour tout o € RY, la série Z (=1)""'n est alternée

et la suite de terme général nla est décroissante et tend vers 0. D’apreés
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le critére de Leibniz, la série Z (—1)”_1 n~“ est donc convergente, et de plus,

on a + k—1
> Bl
k=n+1 k <n+1)

Remarque 1.3.2 Si Z (—1)" u,, est une série alternée et que (u,) tend

vers 0, Cela,ne suffit pas a assurer la convergence de la série. Considérons

, . . n _ 1
en effet la série alternée Z (—1)" u, avec u, = O

1.3.2 Ciritére d’Abel pour les séries de la forme Zunvn

Théoréme 1.3.2 (Critére d’Abel (1826)). Soit la série Zunvn tel que,

i) la suite (vy,), décroissante et converge vers 0;

n
D

k=0

it) il existe M > 0 tel que, pour tout n € N : <M

Alors, la série E Upv, est convergente.

n n
Démonstration. On pose S, = Zuk et T, = Zukvk.SOit e > 0 et soient p,

k=0 k=0
*
q € N*, alors
p+q p+q p+q p+q
|Tp+q - Tp| = E ULVE| = E (Sk - Sk_1> V| = E Skl)k - E Sk_ﬂ)k
k=p+1 k=p+1 k=p+1 k=p+1
p+q pt+q-—1 p+q—1 p+g—1
= E SkUk — E SpUpp1| = E Sk + SpiqUprq — SpUpr1 — E SkUk+1
k=p+1 k=p k=p+1 k=p+1
p+g—1
= |Sp+qUp+q — SpUpt1 — E Sk (Vk — Vk41)
k=p+1
pt+q—1
<

k=p+1

Puisque la suite (vn)n est décroissante, et alors

Toig = Tpl < Mupiq + Mupyr + M (Vps1 = Upig) < 2Mupya,
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et comme la suite (v,),, converge vers 0; alors il existe N, > 0, tel que pour tout

n > N. on a v, < 557. Ainsi
Ve>0,AN. e NVp, ¢ eN": (p=> Ne = [T}, —Tp| < ).
et par suite la suite (7,), est de Cauchy et donc convergente. D’ou la série

E U, Uy €st convergente.

Exemple 1.3.2 Etudier la nature de la série Z sin(ng)

n .

Posons: v, = % et u, = sin (ng) , alors on a

la suite a termes positifs (vy,), est décroissante vers 0.

™

Dautre part considérons la suite w, = cos (nZ) +isin (nZ). on a
2 2
- s
s 1 - ezn§ s
Wy +wWe+ ... twWp, =€2 | —— | =e€2

d’ou

2
|ZU1+1U2+....+’(Un| S—ﬁ:

.. L. sin(nZ
Ainsi la série E ¥ est convergente.

1.3.3 Série absolument convergente

Définition 1.3.2 La série Z u, est dite absolument convergente, si la série Z [t |

est convergente.
Proposition 1.3.1 Toute série absolument convergente est convergente.

Démonstration.Soit g u, Un une série absolument convergente. On pose
n>0

n
Sp =Y uy et szzmkl
k=0
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alors
E u, est une série absolument convergente <= la série E |u, | est convergente

n>0 n>0

<= la suite (Sf)n est convergente

<= la suite (SA

n

)n est Cauchy.

La suite (Sf)n est Cauchy<= Ve > 0,3N, € N,Vn, p € N* : (p > N, — ‘S,fﬂo — Sf| < e) )

Or on a
n+p n—+p
|Sn+p_Sn|: Z Uk S Z |uk| = ‘Sqf+p_s;14| <€,
k=p+1 k=p+1

ainsi la suite (5,), est de Cauchy, et donc elle est convergente et par suite la

série E u, est convergente.
n>0

Remarque 1.3.3 La réciproque de cette Proposition et en général fausse, par exem-

- —1)" -
ple : la série E ( n) ; elle est convergente mais n’est pas absolument convergente.
n>1

Série semi-convergente

Définition 1.3.3 Une série Z u, est dite semi-convergente si elle est convergente

et la série E |un, | diverge.
n>0

Exemple 1.3.3 La série Z (_ni)n (0 < o < 1) est semi-convergente.
n>1

Définition 1.3.4 (Série commutativement convergente). On dit qu’une série

E u, est commutativement converge, si pour toute bijection
n>0

¢ : N — N; la série Z Uy (n) €St convergente.
n>0

Proposition 1.3.2 Toute série absolument convergente est commutativement con-

vergente. Autrement dit : une série absolument convergente, converge toujours
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méme st on change l’ordre de ses termes,et la somme ne dépend pas de 'ordre des

termes.

Remarque 1.3.4 La propriété cité a la Proposition précédente n’est pas vraie si la

série est semi-convergente, c’est-a-dire on ne peut pas changer l’ordre des termes.

+o0 +o0
Exemple 1.3.4 On a Z = —In(1—x), alors Z # = In (2) .D’autre part
on a n=1 n=1
—+00 n+1
(—1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S = —]_ -4 _ -4 _ 4 _Z4>__~
; n 2+3 4+5 6+7 8+9 10+
_(; 1 1+ 1 1 1+ 1 1 1 1 1 1+
N 2 4 3 6 8 5 10 12 7 14 14
1 1+1 1+ 1 1+1 1+ S
2 4 6 8 10 12 14 16 2

donc S =0#1n(2).

1.3.4 Produit des séries

Définition 1.3.5 soienti U, et E v, deux séries numériques.
n>0 n>0

n
La séries E W, avec w,, = E UV, et dite produit des séries g Uy, €t E Up,.-

n>0 k=0 n>0 n>0

. n n s . ;o
Exemple 1.3.5 sozentg %, et E % deux séries numériques, alors le terme gen-

n>0 n>0
eral de la séries produit Z w, est
n>0
n 2k 3n—k
w, = —
| — k)
— (n—k)!
5n
)



Exemple 1.3.6 On cherche a calculer le produit suivant:

(%) (&)

xn+1
n

ou |z| < 1. Par la régle de d’Alembert lim

n—-4oo

+o00
= |z| < 1, la série E ™ est
n=0

absolument convergente et sa somme vaut

+00 1
no__
;x =1

Ainsi la produit de Cauchy de cette série par elle méme est

1 X x?2 x"
1 1 X x?2 X"
X X X2 x3 xHl
2 2 53 4 "2
<" X" Xn+ 1 Xn+2 X2n

Ainsi on a
wo =1, wy = 2w, wy = 32°%...., w, = (n + 1) 2™

Par application du théoréme précédent, il vient pour |z| < 1

“+o0o +oo +oo
(2:15") (gﬂL) = (an> =1420+322+ ... = (1_%)2

n=0
1.3.5 Groupement des termes

En général, la série obtenue en groupant des termes d’une série donnée peut con-
verger sans que ce soit le cas de la série initiale: le sommes

partielles de la série obtenue aprés groupement ne forment qu'une suite extraite

de la suite des sommes partielles de départ.
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On considére la série

Zun:u0+u1+...—|—un+.../unER‘V’nGN

n>0

On groupe les termes de la série E u, avec conservation de l’ordre.
n>0
On a alors,

(uo + Uy + oo+ Uny) + (Unys1 + Ungia + oo+ Upy) +oot (unk+1+...+unk+1) +...

C’est a’ dire, on a obtenue la série:
?
o(n+1)—1

Zvnou’vn: up, et p(0) =0, p (k) =np+1,Vke>1.
p=¢(n)

Définition 1.3.6 On dit que la série Zvn est déduite de la série Zun par les
n>0 n>0
groupement des termes.

On s’intéresse ici aux liens éventuels entre les natures de E Uy, €t 5 v, et, dans
n>0 n>0
le cas de convergence, aux liens de leurs sommes. On a alors

Proposition 1.3.3 Si la série Zun converge alors Zvn converge, et on a de

n>0 n>0
plus
D =D v
n>0 n>0

Preuve 1.3.1 Soit (S,), et (1,), les suites des sommes partielles de Zun et

n>0

E v, respectivement i.e.,
n>0

S, = Zuk =ug+up + ... + up,
k=0
et

Tn = ka:U0+Ul+...+Un.
k=0
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On a donc,
TO = Vo :U0+U1+...+Un1 = Snp

T1 =V + V1 =Uy+ ...+ Unpy + Upi+1 -+ e Upy = Snz,

Ty =vo+v1+ ... +vp = Ug+ ... +Ups1 = Oy,
D’ou la suite (73,),, est une sous-suite de (.S,),,.
Puisque la série Z u, converge i.e.,

n>0

iSeR / lim 5,=5.

n—-+0o

Alors la sous-suite (7},), de (S,), converge aussi, et on a

lim 7, = S.

n—-4o0o

D’ou,

Remarque 1.3.5 La réciprique de la proposition précédente est fausse, i.e

E vy, converge = E uy, converge,
n>0 n>0

comme le montre I'exemple suivant:

Exemple 1.3.7 La série Z Up = Z (—1)" est divergente car sa suite des sommes
n>0 n>0

partielles (S,), défini par

1 si n pair
Sn = )

0 si n tmpair
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n’admet pas de limite. Mais, la série Z v, obtenue par groupement de termes
n>0
définie par

p=1-+A-1)+..+1-1)+..

n>0

converge puisque c’est la série nulle.

Remarque 1.3.6 La proposition précédente n’est guére intéressante, car elle sup-

pose la convergence de la série E Up, -
n>0

1.3.6 Exercices avec solutions

+oo
Exercise 1.3.1 Calculer la somme de la série Zun dont le terme général est
n=0
donné par:
_ 1 _ __ (n+3) .

Nu, =/n—+vn—1n>1;4) u, = arctanm, n >0,5) u, = nz"
n>1xelR.
Solution de l’exercice :

1) Soit u,, = n; n > 1. On peut écrire u,, sous la forme

(n+2)’
1/1 1
Uy == [ — — )
2\n n+2

Alors, la suite des sommes partielles d’orde n de cette série est donnée par:

k=
1 . 1 N 1 1 N 1 1 - 1 1 N 1 1
2 3 2 4 3 5 n—1 n+1 n n+2
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1 11 1 3
lim S, = lim = (1+-— ——— =2
B S ( Ty T ar n—|—2) 1

Donc la série est convergente et sa somme:

—+00

T
—~nn+2) 4

2) Soit u, = %, n > 2. En décomposant la fraction rationnelle en élé-

ments simples, on peut ecrire

up=—34+ 2+ L =2(L -4 - (-1

n+1 n n n+1

Par conséquent, la suite des somme partielles d’ordre n est

~ 1 1 " /1 1
Su = 22<m—z>—2<g‘k—+1)=
k=2 k=2

D’ou

lim S, = lim 2 1—l — 1— L :§.
n—-+00 n——+00 n 2 n+1 2

Ainsi la série est convergente et sa somme:

<= (n+3) 3
Z(n—l)n(n—{—l) )

n=0

+o0
3) Soit u,, = y/n —v/n — 1, n > 1.La suite des sommes partielles de Z Uy, est

n=0

n

o = S (VE-VE=T),

1

VI=V0)+ (V2= V1) o+ (V- V= 1))

el
Il

I
[ —
/N

5
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D’ou

lim S, =+
n—-—+0o

Ce qui montre que la série est divergente.

4) Soit u, = arctan m, n > 0. En utilisant la formule suivante:

x
arctan x — arctan y = arctan ( Y ) , Ve, yeR: zy > —1,
14+ 2y

le terme généralde la suite (u,), peut s’écrire comme suit:

(n+2)—(n+1)
arctan ———— = arctan
n?+3n+3 1+ (n+2)(n+1)

= arctan (n + 2) —arctan (n + 1) .
Alors, la suite des sommes partielles de cette série est

n

Sp = Z (arctan (k + 2) — arctan (k + 1)),

k=0
= (arctan (2) — arctan (1)) 4 arctan (3) — arctan (2) + ... + arctan (n + 2) — arctan (n + 1) ,
= arctan (n +2) — %
D’ou
T w
lim S, = lim ~ -~ ="
notee”" T 2 4 4
Ainsi la série est convergente et sa somme:
<2 1 T
Z arctan ——— = —.
s n?+3n+3 4

5) Soit u, = nz""!, n > 1, r € R. Alors, la suite des somme partielles d’ordre n
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—+00
de E U, est
n=1

S, = zn:k:xk_l,
n=1

= 1422 +32%+42° + ...+ nz" "

On remarque que

ou

op(x) =14z +2> +2°+ .. +a"

Or o, est une somme d’une suite géométrique de raison x et de premier terme

1, d’ou
1— anrl
o, =———, pourx # 1.
1—=x
Par conséquent, pour tout x # 1,

{1—:5”“] —(n+1)a"+na"+1
S, = = ; .
(1—x)

1—=x

Par passage a la limite quand n tend vers +o00, on obtient

six <1

(1-2)*

oo ou n’existe pas si x > 1.

Sixz =1, la série numérique E Uy = E n diverge car son terme général ne
n>1 n>1

tend pas vers 0 (ici lim w, =400 # O) .

n—-+o00
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On conclut que la série E u, converge si x < 1, et sa somme:
n>1

= n—1 1
Sprte L
— (1—x)

Exercise 1.3.2 Etudier la nature des séries dont le terme général est donné ci-

dessous:

) u,=vn2+n—n, n>1

2)un:(nL+1) ., n>1;

Nup=(1+5)"", n>1.

Solution de ’exercice :

1) La série E U, ol u, = v/n?+n —n est divergente car son terme général ne
n>1
tend pas vers 0. En effet, on a

. L L " .
lim u, = lim (\/n2+n—n)— lim T =3

n—-+o0o n—-+00 n—-+o0o
, . N n . s 2
2) La série E Up OU Uy = (#1) est divergente car son terme général ne tend
n>1

pas vers 0. En effet, on a

. : n \"
lim v, = lim ( )
n—+o00 n—+oo \n + 1

. n
= lim exp lnln( )}
n——+o0 +1

S

In (1 + l)
— 1 __\" n/
= 6_1
puisque
In(1+2
i 0D
Ainsi,

lim u, =e
n—-+4o0o
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3) La série E Uy, OU Uy = (1 + n% est divergente car son terme général ne

n>1
tend pas vers 0. En effet, on a
1\ ™"
lim w, = lim (1 + —2)
n—-+00 n—-+o0o n
. 1
= lim exp [—n\/ﬁln (1 + —2)]
n—-+4o00o n
. 1 In(1+ %)
= lim exp |——=—+—T"~
s IRV
= 17
puisque,
In (14 2 1
lim (L) _ 1et lim — = 0.

n—-+o0o 55 \/ﬁ

n—-+o00
Par conséquent,

lim u, = 1.
n—-+4o0o

Exercise 1.3.3 Soient (u,), une suite a termes dans R, et pour tout n € N, on

pose:

Unp, t Unp,
et w, = .
1+ u, R

Up =

1) Montrer que les séries Z U, et Z v, sont de méme nature.

n>0 n>0
2) Montrer que si E u, converge, alors E w,, converge.
n>0 n>0
3) Montrer que si E u,, diverge et si (uy), oy est majorée, alors E w, diverge.
n>0 n>0

4)Donner un exemple ol E u, diverge et E w, converge.
n>0 n>0
Solution de ’exercice :

1) On montre que les séries E Uy, et g v, sont de méme nature.Pour cela, on
n>0 n>0
va utiliser le critére de comparaison car les séries
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sont supposées & termes positifs. On va calculer la limite suivante:

. Un, . Unp,
lim — = lim —
n—+o00 Uy, n—-+o00 1+Z
n
= lim (1+w,).

n—-+o0o

Si E u, converge, alors son terme général u,, tend vers 0, et par conséquent
n>0

lim =2 =140,

n—++aavn

Par application du théoréeme de comparaison , les deux séries E Uy et E Up
n>0 n>0
sont de méme nature.

Et comme on a suposé que E u, converge, donc E v, converge aussi.
n>0 n>0
Inversement,on a par définition

Un,
Vp = —.
1+ u,
Aprés calcul, on trouve
,U’Vl
Up = —.
1—v,

Si E v, converge, alors son terme général v, tend vers 0, et par suite,
n>0

lim = Jim — — 120,

n—+ool,, n—tool — v,

Par application du théoreme de comparaison , les deux séries E Uy et E Uy, sont
n>0 n>0
de méme nature.

Et comme on a suposé que E v, converge, donc E u, converge aussi. Ainsi
n>0 n>0
on a montré que

E Uy, CcoOnverge <— E v, converge.
n>0 n>0
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C’est a dire que les deux séries sont de méme nature.

2) On suppose que E up, converge et on montre que la série E W, I'est aussi.
n>0 n>0

On remarque que
VneN, 0<w, <u,.

Donc si E u, converge, il en est de méme pour la série E w, par le critére de

n>0 n>0

comparaison des séries a termes positifs.

3) Si maintenant la série E u,, diverge et la suite (uy), .y est majorée, alors
n>0

M >0, Vn e N, u, < M.
Ainsi,

Up, Uy,
> .
1+wu2 = 1+ M?

Vn € N,

Or E u, diverge, donc E i1 diverge aussi. Et par conséquent la série g W,
n>0

n>0 n>0
est divergente par application du critére

de comparaison des séries & termes positifs.

4) Tl suffit de prendre u,, = n? par avoir la convergence de Z w, et la divergence

n>0
de E Up,.

n>0

Exercise 1.3.4 Etudier la nature des séries suivantes

1)24?1_*3); Q)Zﬁls% ;3)2/\/sinxda:; 4)2111(1—”%);

n(n2—4

n>3 n>1 n>1 0 n>2
— npl
5)Y e 6)) e VEE 7)Y a5,
n>1 v n>0 n>1

Solution de ’exercice :

1) On fait remarque que la série Z n?:2:34) est a terme positifs <n?:2134) > 0) :
n>3

On vérifie qu’au voisinage de +00, on a

dn — 3 dn 4

n(n? —4) fon? n

36



Alors par le théoréme de comparaison des séries a terme positifs, les deux séries

E % et E 7;% sont de méme nature.
n>3 n>3

Et comme E % est une série de Riemann converge (o« = 2 > 1), alors la série
n>3

E An=3_ 'est aussi.

n(n2—4)
n>3

2) La série Z Wls?n diverge. En effet, pour tout n € N, on a

n>1

0<cos’n<1.

Ainsi, pour tout n € N*
1

1
— >
ncos:n — n
1

diverge puisque la série harmonique E -

Par comparaison, la série E L
ncos“n

n>1 n>1

diverge.

3) La série Z / Vsin xdx est convergente. En effet, on sait que

n>1 0

7
Vn > 2, Vo € [0, —] , sinx < .
n
Par suite,

i R 2 % 2 3
/\/sinxdm < /\/de = {_xg] _z <f)2 _
3 o 3
0 0

3
Or la série E % (%) 2 est une série de Riemann convergente avec o = % > 1. 11

n>2
jus
n
en résulte que E / Vsin zdx converge.
n>1 0

4) On obtient facilement un équivalent au voisinage de +o0,
1 1
n(l—-—=) ~ ——.
n( n2> +oo  n?
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D’abord, on remarque que les séries Zln (1 — #) et Z —# sont de signe

n>2 n>2
constant.En effet, pour tout n > 2,

Zln(l—%) <0 car0<1—n—12<1.
n>2
Donc, le critére de comparaison s’applique.Par conséquent, la série Z In (1 — —2)
n>2
converge puisque la série de Riemann Z —T% est convergente.
n>2

5) g Up = E ﬁ est une série & termes positifs.On consideére la série har-
n>1 n>1 Ve
monique

1
D =D

n
n>1 n>1

et on calcule la limite du rapport

lim — = lim — = lim —/——=1#0.
n—--+o00 Uy, néa+u%17ﬁ ngﬂ+ooevﬁmn

Par application de théoréeme de comparaison, les deux séries Z Uy, et Z v, sont
n>1 n>1
de méme nature. Et comme Z v, diverge,
n>1
il en est de méme pour la série Z Up.
n>1
6) Pour étudier la nature de la série Ze“/m, on va appliquer la regle de

n>0
¢

Riemann ou “ n“u, ”.On a alors,

lim n2e Vit =0,

n—->-400

puisque I'exponentielle ’emporte sur la fonction puissance. Il résulte de la régle

4

de Riemann ou “ n%u, (proposition) que la série

g e~ VI*n est convergente.

n>0

7) Z Uy = Z “;:,’}!, a > 0, est une série a termes positifs. On applique la regle
n>1 n>1
de d’Alembert parce que le terme général
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de cette série contient des puissances n“"¢*. Alors, on calcule le rapport

Unpr  a™(n+ 1) n" ( n )"

U, (n+1)""" an! — Y\t

Par passage a la limite quand n — +4o00,0n trouve

U, , n \" , 1 a
1 = lim a = lim a—— = —.
n—+oo U, n—-+o0 n-+1 n—-+o0 (1 + %) e

Il résulte de I'application du théoréme de d’Alembert que si 2 < 1, la série Z Up,

n>1
converge et elle diverge si ¢ > 1.

Il reste alors le cas douteux c’est a dire a = e. Dans ce cas, on utilise la regle de

Duhamel,
n
Up+1 —e n _ e'e—nln(l-i-%).
Up, n+1

En utilisant un développement limite, on obtient

Un+1 1

Ceen(Bgtro( ) _ o2 14 Loy, (1) ,
Unp,

D’apres la régle de Duhamel, la série Z u, diverge puisque \ = —% < 1.

n>1
Exercise 1.3.5 FEtudier la nature de la série de Bertrand Z Uy, OU
n>2

1

Up = —————3, G, BGR
ne (Inn)”

Solution de ’exercice :

i) Si o, f € R avec a > 1. Dans ce cas, on va utiliser la régle de Riemann. Pour
cela, on note
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Alors v > 1 de plus, on a

. . l-o —
lim n'u, = lim n 2 (Inn)? =0.
n—+00 n—+oo

En effet, en posant

v, =1In [nFTa (In n)fﬁ] :

et par les propriétés du logarithme, il vient pour tout n > 2

v, =5%Inn — fln(lnn) =Inn (1_70‘ — B—ln(ln”)> .

Inn

Par passage a la limite quand n — +400,0n obtient

lim v, = —o0,
n—-+00

puisque 177‘1 < 0. Par conséquent,

lim nu, = lim " = 0.
n—-+o00 n—-+o0o

Il résulte de la régle de Riemann ou “ n“u,, ” que la série Z u, est convergente.
n>2
2i) Si «, f € R avec a < 1. On calcule la limite suivante:

lim nu, = lim n'~*(Inn)™".
n—-+00 n—+00

Un raisonnement analogue & ce qui précede, on obtient

lim nu, = +oo.
n—-4o00

¢

Alors la série E u, diverge par la regle de Riemann ou “ n®u, ” proposition.

n>2
3i) Si a, B € R avec @ = 1. Ici, on va utiliser le critére de comparaison d’une

série & une intégrale. Soit alors f:[2, + oo — R
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définie par:

Il est clair que

flx) 20, Veel2, +oof,

et f est continue sur [2, + oo[.De plus, f est décroissante, en effet pour tout

r €[2, +o00[,ona

—(Inz)’ + B (Inz)"*
flx) = <0.

22 (Inz)*

D’apreés le critére de comparaison d’une série a une intégrale (¢f. théoréme ), la

1 17' 2. 2 2. 2
E — intégrale générali
anm)? et tégrale généralisée
n>2

+o0
—2L _dz sont de méme nature. Or,
z(Inx)

2

+oo 4
1
1 _ _x
/x(lnx)ﬁdx AETOO (lnx)ﬁdm
2 2 A
(ln )7ﬁ+1 .
= lim % 27 7 1
Tl m(na)ly, sig=1
D’ou,
o nA) P70 @n2) P g
/;ﬁ r = lim A T '
z(Inz) A=+ | In(InA) —In(In2), sig=1

2
Par conséquent,

o S sig> 1
———dxr = lim +o0, sifg<1
/:c (In :c)’g A—+to0 p
+oo, sifg=1
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Ce qui signifie que

+00 .
1 converge, sif[>1
——dx =
z (

B

In z) diverge, si <1

Enfin, on conclut que

Z 1 converge, sif3>1
(Inn)” B

n>2 1 diverge, si <1

Ainsi 'étude de la nature de la série de Bertrand méne a:

1 converge, sia>1, f€eRoua=1,0>1

Z (Inn)” N

e diverge, sia <1, B€Roua=1,3<1

Exercise 1.3.6 Soit (u,), une suite a termes positifs telle que

1
Ul g 2, (—) (1.10)

1) Montrer qu’il existe une constante A > 0 telle que u,, o~ An~“.

2) En déduire la nature de Z U,
n>1
Solution de ’exercice :

Pour cela, on pose

vy, = 1In (n%u,), n>1

et on montre d’abord que Z v, est convergente.On a alors.

Upi1 — U = In(n+1)" Uy — In(n%uy), (1.20)
1 [e%
~ I (M) thn (“nﬂ) |
n« U,

Or = vérifie (1.10), d’out (1.20) devient
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1\ 1
vnH—vn:ln(l—l——) +1n<1—g+0(—2)>.
n n n

En effectuant un développement limité de (1 + ) puis de In (1 + u) ou voisinage

de 0, on trouve

1 1
Upg1 — Up = ln(1+g+0(—2>)—|—ln(1—g+o(—2>).
n n n n

Par conséquent,

Or par définition,
0(75) = 250 (1) o 0 (1) une fonction bornée.
D’ou,

c
Upil — Up < 3 avec ¢ > 0.

On déduit par le théoréme de comparaison que Z (Unt1 — vy,) est convergente.Soit,

[ sa limite, ainsi

Or,

n

E (Uk+1 - Uk) = Up+1 — V1.

k=1
D’ou

lim S, = lim (v,01—v,) =1L
n—-400 n——4o00
Par suite,
lim v, =1+ 1.
n—-+4oo

43



En revenant a la définition de la suite (v,),, , on en déduit que

lim n%u, = .
n—-4o00
Soit encore
U, ~ An~%, avec A = !tV (1.30)
—+00

2) 11 vient de (1.30) et du théoréme de conparaison que les séries Zun et
Z An~® sont de méme nature.
Et comme la série de Riemann Z n% converge pour o > 1 et diverge pour o < 1,

alors il en est de méme pour la série E Up.

Exercise 1.3.7 Déterminer la nature des séries de terme général u, ou:

1)un:(_n;a)n,nEN*etaE]R;Q)un:sin<”2:—f1+1>7r,n€N;3)un:
%,nel\?eta%%.

Solution de I’exercice :

1) On remarque que 5 u, est une série alternée. Pour ’étude de la nature de
n>1
cette série, on distingue deux cas:

. L. 1" . s 2
Sia <0, la série g Uy = E ( n“) est divergente car son terme général ne tend
n>1 n>1
. - (—1)"
pas vers 0. Si maintenant a > 0, la série -
n>1

est une série de Leibniz donc convergente puisque v, = n—la >0, Vn € N¥, (v,),,

est décroissante et tend vers 0.

2) On peut écrire le terme général u,, = sin <"2:—fl+1> 7 sous la forme:
o (n*4+n+1
U, = sin|—— |«
n+1

. n
= sin{n+1-— .
< n—l—l)
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Par la formule trigonométrique, on trouve

n n
. 1 . _ _1 n .
S1n (n + n 1> T = ( ) S1n <n 1) (l

Ainsi la série E u, est une série alternée. On montre que cette série est une
n>1
série de Leibniz. Pour cela, on pose:

. n n
v, = sin m. ona 0< T
(n—irl) (n—l—l)

Il est clair que v, > 0, Vn € N* et on a

lim v, =sinwm = 0.
n—-+00

Il reste & montrer que (v,,), est décroissante. La suite ((NLH) 7r)n est décroissante.

En effet, pour tout n € N*, on a

n T=[(1-— 1 < |(1-— 1 T = ntl .
n+1 n+1 n+ 2 n+2

Uy
2

Comme la fonction z — sinz est décroissante sur [%, 7], la suite (v,), est alors

décroissante. On conclut que Z Uy, est une
n>1
série de Leibniz donc convergente. Par conséquent la série Z U, converge aussi.
n>1
3) On fait remarque Z ﬁ%)ﬁna n’est pas une série alternée. Mais, il faut
n>1
regarder ce qui se passe au dénominateur.

Pour a < %, on peut écrire

e ()
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Puisque % — a > 0, on peut effectuer un dévelloppement limité et on obtient
N VR C AR TR
Vvn+ (=1)"na Vn nz—o nl-2a

Ainsi,

—-1)" -1)" 1 1

N | R TN

v+ (=1)"ne vnoo nle na—2e

Or,

1 n 1 1
nl—[l 0 n%—Qa +00 nl—CL'

Donc les deux séries sont de méme natures. Et comme la série de Riemann
E ——t converge pour 1 —a > 0 (i.e. a < 0)
n>1

et diverge pour 1 —a < 0 (i.e. a > 0), il en est de méme pour la série Z —nl—l,a +

n>1
1 (=D"
0 <n%*2“> . De plus, Z “n— est une
n>1
série de Leibniz donc convergente. On conclut que Z \/ﬁfr%)l)nna converge si

n>1
a<0 (Comme somme de deux séries convergentes)

et diverge si 0 < a < % (comme somme de deux séries une convergente et 'autre
divergente).
Pour a > %, on peut écrire
(—1)" L

- —(1+

1
vn+(=1)"n* ne no—3s )

Il s’agit donc d’'un terme général positif puisque I’on a pour n assez grand

(14 (_1)1n)‘1 > 0.

a—=

De plus,




Or L converge si a > 1 et diverge si a < 1. il en est de méme pour la série

na
n>1
Z W Et comme a > 3, donc
n>1
(_1)n : . . . l .
Z Tt (Cn)ae converge sia > 1 et diverge et diverge si ; < a < 1. En conclusion,
n>1

la série Z \/ﬁi%)f)bw converge lorsque

n>1
a < 0 oua > 1, sinon elle diverge.

Exercise 1.3.8 Montrer que les séries de termes généraux:

(", D1

v vnooon

ne sont pas de méme nature pourtant u, est équivalente & v, au voisinage de

Up =

+00.
Solution de ’exercice :

Les deux séries E Uy, et g v, ne sont pas de méme nature. En effet, la série
n>1 n>1

E u, est une série de L’eibniz donc convergente et on a
n>1

1
Up = Uy + —.
n

On fait remarquer que la série E v, est la somme d’une série convergente et de
n>1
la série harmonique 5 L qui est divergente.
n
n>1

Il en résulte que la série E v, est divergente. D’otl les deux séries ne sont pas
n>1
de méme nature et pourtant on a toujours

e
Vit vn

Ceci montre que le théoréme de comparaison pour les séries & termes de signe

constant n’est pas applicable aux séries de signe variable.
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Exercise 1.3.9 Trouver une valeur approchée de la somme S de la série E
n>1
avec une erreur ne dépassant pas 1072

Solution de ’exercice :

—_1)" , . . .
g ( n4) est une série de L’eibniz donc convergente.
n>1
Et d’apres 'encadrement du reste d’une série alternée (cf. Proposition), il vient

1
S =5, =Ry < |upsa| = ———, Vn > 1.
5= ol = |Fal < funial =

Dong, il suffit de trouver n > 1 tel que

— <1072
(n+1)

On cherche alors n > 1 tel que
(n+1)* > 100

On remarque que n = 1 et n = 2 ne réalisent pas 'inéquation par contre n = 3
la vérifie. Il suffit donc de considérer la suite somme

partielle S3 telle que

—1)" . , .
( n4) avec une erreur inférieur ou

pour avoir une valeur approchée de la série g
n>1
égale 4 1072,

Exercise 1.3.10 On pose u, =1+ 5+ ...+ +.

1) prouver que u, ~ Inz.
+oo
2) on pose v, = u, — Inz et w, = v,11 — V.
Etudier la nature de la série E wy, et en déduire que la suite (v,), est conver-

gente. On notera 7 sa limite.
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3) Soit R, = Z # Déterminer un équivalent a R,,.
k=n+1
4) Soit C,, tel que u,, = Inx+~+C,, et soit t,, = C}, 41— C,,. Donner un équévalent

du reste Z tr. En déduire que

k>n

o)
Uy, =Inrx+v+—+o|—].
2n n

Solution de ’exercice :
Soit u, =1+ 4+ ...+ <.

1) On montre que u,, ~ Inn i.e.
+oo

En utilisant les encadrements qui découlent de la preuve du théoréme (voir I'inégalité 2.2)

suivants:
k+1 k
/f(t)dt§ u < /f(t)dt,
k k—1

ou f(t) =t et u, = f(k). Alors, pour tout k > 1,

k+1 k
/dt 1 /dt
<< [ =
t —k— )t
k —1

Ce qui donne apres calcul,

1 1 1
1 )—In2<-+-+...+4—<Inn.
n(n+1)—In <gtgt-t_<lhn
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1
o4+ —=u, — 1

Donc

In(n+1)—In2+1<wu, <lnn+ 1.

Par conséquent,

| _
n(n—i—1)+ ln2+1§1+L.
Inn Inn Inn

Par passage a la limite quand n — +o00, on obtient

. (7
lim — = 1.
nﬂ+001nn

Et donc u,, o Inn.

2) On étudie la nature de E Wy, avec W, = Up11 — U, €t v, = u, — Inn.

On a

T
Wy, = Upt1 — Up = Ups] — Uy + I .
+1 +1 n+1

1
n+1

L Ny LIy SR
Wy, = n = n — )
n+1 n+1 n+1 n+1

En utilisant un développement limité de In (1 — ) au voisinage de x = 0, on

Unp4+1 — Un =

Donc

trouve

1 1 1 n ( 1 )
Wy = - - ol —= | .
n+l n+l 2(n+1) (n+1)?
Ceci montre que

1
Wy ~ =,
oo 2(n+1)
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et on en déduit que Z w,, est convergente. Soit [ sa limite i.e.,

E Wy = Upy1 — V1.

k=1
Donc

lim (vp01 —v1) = L.
n—-+00

Par conséquent,

llm Un+1 =1 + l
n—-+o00

D’ou la suite (v,),, est convergente.

3) On détermine un équivalent a R,, ou

00 1
k=n-+1
On sait le reste R,, d'une série convergente (cf. Proposition ) vérifie ’encadrement
suivant:

+o00 400
/f(t)dtSRnS/f(t)dt Vn € N*,

n+1

ou f (t) = 3. Or,

“+00 a
1 1
t)dt = li —dt =
L/if() aigga 12 n+1’
n+1 n+1
et
“+00 al 1
t)dt = li —dt = —.
Jswae= i [ a2
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Donc

1 1
<R,<—- VneN"
n—+1 n
ou encore
n R, .
n+1 -

Par passage a la limite quand n — 400, on trouve

. mn
lim - =1.
n—-+oo =
n

D’ou

1
R, ~ —. 1.4
. (1.4)

n
+oo

4) On donne un équivalent du reste Z ti. Alors, on a
k>n

t, = On+1_0n7

= Uppr—In(n+1)—y—u,+Inn+-,
1 1
= 1 1-— .
n+1+n( n—l—l)

- _2(n11)2+0(m>'

Ce qui montre que
1
"o 2(n4+1)%

On appliquevle critére de comparaison des séries & termes constants, la série

Z t, est convergente et on a

n>2
+0o0 “+o0o “+o0o 1 1
tp = Cip1 — Ck) ~ —— =—-R, 1.5
;k ;( o1 k)m; ST (1.5)

De (1.4) et (1.4), il vient
+oo
>oh
"o 2n
k=n

52



On en déduit maintenant que

2 o(3)
=lnn+~v+—+o0(— ).
2n n

On a,
> te=> (Crp1 = Ck) = Coys — Ci, (1.6)
k=n k=n
avec (), - 0. En effet,
lim C,, = 1l n—Inn—7v)= 1l n—) =0,
oo Cm = it (o =) = fim (o =)
car lirJrrl v, = 7. Par passage a la limite dans (1.6) quand m —= oo, on obtient

+oo
> b= -
k=n

Ainsi, en utilisant le résultat de la question précédente, on trouve

Ce qui s’écrit aussi

Par conséquent
1 1
=lnn+~v+C,=u,=Inn+~v+—+o(—|.
2n n

v est appelée la constante d’Euler.

Exercices sous forme de QCM

Objectifs.

L’objectif de ces exercices sous forme de QCM est de vous entrainer & ce type

d’exercices que vous retrouverez dans de nombreux concours .

Exercise 1.3.11 Validez pour chaque question la réponse juste

53



Soit > u, la série de terme général u,, = 1

a) Uy ~ =
b) > uy,
c) i Uy = 2
SoTlL1:111:ion
1+2+3+.. :@ alorsun % (n— +o0)
or Z converge, alors Z u,, est convergente
N n=1
= 2w Z(-—m)—Q(l—m)
lim Sy i 2
a) Fausse
b) Fausse
c) Vraie
Exercise 1.3.12 Soit Y u, la série de terme général u, = %

Indiquer les propositions vrais
a) Y u, converge Vraie
b) u, ~ %  Vraie
n2
c) > u, diverge  Fausse
Solution
2f<1+ COSn) 2 = l

i e R

7 (n — 400)

a) Si la série Y u, converge, alors la série > sinu, converge.
b) Si la série > u,, diverge, alors la série Y (=1 + cosu,) diverge.
c) Si la série ) u,, converge, alors la série ) exp (u,) converge.

d) Si la série ) u,, diverge, alors la série ) “» diverge.
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Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

2.0.7 Convergence simple

On suppose que k est I'un des corps R ou C et que D est une partie non vide de k.

Définition 2.0.7 i) Une suite de fonction (f,), oy de D dans k est une application

n — f, de N dans l’ensemble des fonctions de D dans k .

i) Une suite de fonction (f,,), oy de D dans k converge simplement vers la fonction

[ si quelque soit t € D la suite numérique (f,(t)),cy converge vers f ().
On peut reformuler la propriété ii) de la fagon suivante:

Proposition 2.0.4 La suite de fonction (fy),cy de D dansk converge simplement

vers la fonction f si et seulement si:

Vi€ D,Ve >0,In € Ntel que n > N = |f,.(t) — f(1)| <e.

Définition 2.0.8 i) Une série de fonctions de terme général f,, de D dans k

est un couple formé de deux suites de fonctions définies sur D et a valeurs dans k

{<f”)n€N ’ (Sn)neN} telles que
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Vt € D,Vn € N, s,(t) = ifi(t)

i1)  Pour tout n € N | f, s’appelle le terme général d’ordre n de la série de
fonctions et s, s’appelle la somme partielle d’ordre n .

i11) Une série de fonctions de terme général f,, ,défini sur D ,a valeurs dans k
convergz simplement et a pour somme s si quel que soit t € D ,la suite numérique
de terme général f,(t) converge et a pour somme s(t) .

iv) Sila série converge simplement ,pour tout t € D etn € N, r,(t) = s(t)—s,(t)
s’appelle le reste d’ordre n de terme général f, .

Comme dans le cas des séries numériques , on a:

Notation:
+o0

On note s = Z fi- Ce qui veut dire:
i=0

Vt € D,s(t) = lim Zf"

n—-+o0o

Si la série de fonctions de terme général f,, converge simplement et a pour somme

s ,on peut donc écrire : Vt € D,Vn € N,

n k +o00
(®) = Jim, Zfz )=S0 = Jm > fih)= > fi)
1=0

i=n+1 i=n-+1
La convergence de la série de terme général f,(t) s’exprime par la convergence
n
de la suite des sommes partielles s,,(t) = Z fi(t)

=0
la série de fonctions de terme général f,, de D dans k converge simplement et a
pour somme s si et seulement si ,

Vt € D,Ve > 0,dn € N tel que:

n>N=|s,(t) —s(t)] =
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Remarquons que dans ces définitions et propositions sur la convergence simple
JLentier N peut dépendre de ¢ :

il n’y a pas en général un entier N qui marche pour tout V¢t € D . A cause de
cela , la converence simple des suites ou des séries de fonctions ne transmet pas , en
général ,les propriétés de la suite & sa limite ou de la série & sa somme .

Donnons des exemples :

Exemple 2.0.8 i) La suite de fonctions continues définie pour tout t € [0,1] par

fu(t) =t" , converge simplement vers la fonction discontinue f telle que :

ft)=0 site|0,1]
f) =1
i1) La série de fonctions continues définie pour tout ¢ € [0, g] , de terme général

fn(t) = sin®t cos™ t , converge simplement et a pour somme la fonction s , discontinue

en 0 ,telle que :

Exemple 2.0.9 i) La suite de fonctions dérivables définie pour n > 1 et pour t €

0,3] par

converge simplement vers la fonction 0 .

Par contre la suites des dérivées

n cos nt
vn

ne converge pas vers 0 qui est pourtant la dérivée de la limite des (f,,)

flt) =

=+/ncosnt ,

neN *
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ii) La série de fonctions dérivables définie pour n > 2 et pour ¢ € [0, 7] ,de terme

général

_sinnt  sin(n — 1)t
fn(t) - \/ﬁ \/m ’

converge simplement et a pou somme la fonction —sint .

La série des dérivées ne converge pas .

Exemple 2.0.10 i) La suite de fonction définie par f,(t) = nt(1 — t*)" pour tout

t € [0,1] converge vers simplement vers la fonction nulle . Par contre ,

1 1
Odt =n [ H(1—2)dt = —" .
0 0

Cette suite converge vers % qui n’est pa ségal a I'intégrale de la limite des (f,,),,cn
sur [0, 1]

i1) La série de fonctions continues définie pour n > 1 , de terme général

falt) = nt(1 — 3" — (n — 1t(1 —2)"1

pour tout ¢ € [0,1] converge simplement et a pour somme 0 .L’intégrale de f,

sur [0, 1] vaut d’aprés le 1) 55 — %4

La série dont le terme général est I'intégrale f, sur [0, 1] converge donc vers 1

,puisque

i i i—1 n 1
J— — — -,
2 + 2 2% MM + 2 n—too 2

qui n’est pas 'intégrale de la somme de la série de terme général f,, sur [0, 1] .
pour que les propriétés de la suite ou de la série , se transmettent a la limite de
la suite ou a la somme de la série , on est donc amené & définir une convergence plus
)

forte , la convergence uniforme .
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2.0.8 Convergence uniforme

Définition 2.0.9 Une suite de fonctions (fy),cy de D dans k converge uniformé-

ment vers la fonction f si :

Ve >0,dN e Ntelque ,n > N =Vt € D,|f.(t) — f(t)| <e.

Cette définition s’écrit encore :

Proposition 2.0.5 La suite de fonctions (fy),cy de D dans k converge uniformé-

ment vers la fonction f si :

Ve > 0,3dN € Ntel que , n > N = sup|f,(t) — f(t)] < e.
teD

Example 7 Considérons la suite de fonctions (fy),cy définie sur I = Ry par

On vérifie facilement que cette suite converge simplement vers la fonction f définie
par :
1siz>0
fla)y=
Osiz=0

pour ¢ € ]0,1[ donné et x > 0 , on aura

1

@)= @) = 7 < ¢

pour nx > % ,S0it pour n > n, . = F (%) +1.

supposons qu’il existe un entier n. indépendant de x € I tel que |f, (z) — f (z)] <
€ pour tout n > n. . on aura alors pour tout z > 0 et n > n, , ﬁ ¢ et faisant
tendre x vers 0 pour n fixé , on aboutir & 1 < ¢ ,ce qui n’est pas .

Il est donc impossible de trouver un tel n. valable pour tout x € I ou meme pour

tout x > 0 .on dit dans ce cas que la convergence n’est pas uniforme sur R, (ou Ri) :
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Example 8 En reprenant 'exemple précédent , on a pour x >0 , |f, (x) — f(x)] =

¢ (nx) ou ¢ (y) = ﬁ pour y > 0 avec

supp (y) = 1, ce qui donne sup |f, () — f (x)] = 1 et la convergence n’est pas
y>0 >0

uniforme sur R (ou Ri)

mais sur J = [a, +oo[ avec a >0, on a :

1
sup | f, (z) — f (z)] =
ng!f (@) = f @)l =10
du fais de la décroissante de la fonction x— 17— sur R avec hI_P e =0 ,0n

déduire que la convergence est uniforme sur .J.

Exercise 2.0.13 montrer que si (fy),cy €st une suite de fonctions uniformément
convergente vers une fonction f sur un intervalle I ,alors la suite de fonctions

(sin (fn)),en converge uniformément vers sin (fy,) sur 1.

corrigé de l’exercice:

[sin (fn () = sin (f (@) < |(fa (2) = f (@) < swp[(fu (z) = f (@))]
le résultat qui suit nous donne un critére permettant de prouver la non conver-

gence uniforme .

Définition 2.0.10 Une série de fonctions de terme général f,, de D dansk converge

uniformément et a pour somme s si :

Ve > 0,dN € N tel que ,

n

Zfi(t) —s(t)

=0

n>N=VteD,|s,(t) —s(t)| = =|r.(t)| <e.

On peut également reformuler ceci en :

Proposition 2.0.6 La série de fonctions de terme général f,, de D dansk converge

uniformément et a pour somme s si et seulement si :
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Ve > 0,dN € N tel que ,

n

Zfi(t) —s(t)

1=0

n > N = sup |s,(t) — s(t)| = sup
teD teD

= sup|r(t) <= .
teD

On peut définir une norme sur ’ensemble des fnctions bornées sur un ensemble
D | qui est directement reliée a la converence uniforme des suites ou des séries de

fonctions :

Définition 2.0.11 Soit f une fonction bornée sur D ,alors on appelle norme de la

convergence uniforme de f, le nombre défini par :

[fllo = sup{[f(t)] [te D} .

Grace a cette norme, on peut écrire trés simplement la convergence uniforme des

suites et séries de fonctions :

Remarque 2.0.7 1) La suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f

neN

si et seulement si la suite numérique (|| fn — fll..), . converge vers 0 .

neN

2) La série de fonctions de terme général u, converge uniformément et a pour
somme s si et seulement si

la suite numérique (||s, — converge vers 0 .

-

La différence entre les définitions 2.0.9 et 2.0.10 sur la convergence uniforme des
suites et séries de fonctions et leurs analogues pour la convergence simple , définitions
2.0.7 et 2.0.8 ,est qu’ici 'entier N ne dépend pas de t € D : il est le méme pour

tous les t dans D .Cette constation permet de montrer la proposition suivante :

Proposition 2.0.7 i) Si une suite (f,),cy converge uniformément vers f elle

converge simplement vers f et la réciproque est fausse .
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i1) La série de fonctions de terme général u,, converge uniformément et a pour
somme s ,elle converge simplement et a méme somme . La réciproque est fausse .

Démonstration

i) 1l suffit de remarquer que si sup|f,(t) — f(¢)| tend vers 0 quand n — +o0
,alors ;pour tq fixé dans D , f,(to) tEDf (to) tend vers O .

Voici un contre-exemple montrant que la réciproque de cette proposition est
fausse :

la suite de fonction de l'exemple 2.0.8 , f,(t) = t" pour t € [0,1] converge
simplement vers la fonction f telle que f(t) =0sit € [0,1] et f(1)=1.

Or sup |fn(t) — f(t)| = sup [t"] = 1 ne tend pas vers 0 quand n — +oo donc

te[0,1] t€[0,1]

cette suite ne converge pas uniformément sur [0, 1] .

i1) De la méme maniére ,si sup|s,(t) — s(t)| tend vers 0 quand n — +o0 ,alors
,pour ty fixé dans D , s,(tg) — szioD)tend vers 0 .

De méme ,pour montrer que la réciproque de cette proposition est fausse,donnons
un contre-exemple :

la série de fonction de Pexemple 2.0.8 ,de terme général u,(t) = sin ¢ cos™ ¢ défini

pour ¢ € [0, g] converge simplement mais pas uniformément car :

—+00 ;
oL sint cos™ 1t
sup |r,(t)] = sup g sin“tcos't| = sup =2,
t€f0,z te0,3) |, 54 tefp,z]| 1 —cost
puisque :
. sin*tcos"t1t
lim

n—0 1—cost
Il existe un critére de Cauchy uniforme, qui permet de tester la convergence

uniforme d’une suite ou d’une série sans connaitre sa limite ou sa somme :
Exercise 2.0.14 On définit la suite de fonctions (f,),cn- sur R par :
* . T
Vn € N* Vo € R ,f, (z) = nsin <—>
n
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1. lasuite (f5,), oy converge-t-elle simplemet sur R et si oui ,vers quelle fonction?

2.1a convergence de la suite (fy), o+ est-elle uniforme sur R?

3.la convergence de la suite (f,,), o est-elle uniforme sur [—1,1]7

corrigé de I’exercice:

Lpour z = 0, on a f,(0) = 0 pour tout n € N* et la suite (f, (0)), - est
constante égale a 0.

pour z # 0 ,on a f, (z) = nsin (£) ol et la suite réelle (f,, ()),cn- converge
Vers .

En définitive, la suite de fonctions (fy), oy« converge simplemet sur R vers la
fonction f: 2z — x .

2.pour tout n € N* la fonction g, définie sur R par :

. /T
9n (x) = fn (x) — f(x) = nsin (5) —x
est impaire et dérivable de dérivée g, (z) = cos (%) ~ 1< 0 cette dérivée

s’annulant aux points x,; = 2nkm ou k € Z avec g, (z,) = 2nkm !;on a donc
sup lgn ()| =2n |k|m ¥V k € Z et sup |g, (z)] = +o0.
x€[—2nkm 2nkmw] z€R
la convergence donc n’est pas uniforme sur R.
3.sur [—1,1], pour n € N* la fonction g, est décroissante et sup |g, (z)| =
z€[—1,1]
lgn (1)] —>+O Jla convergence est donc uniforme .

Théoréme 2.0.3 Critére de Cauchy uniforme

i) Une suite de fonctions (f,),cy de D dans k converge uniformément si et

seulement si:

Ve > 0,3dN € N tel que p,q > N = sup|f,(t) — f,(t)| <e.
teD

i1) Une série de fonctions de terme général u,, de D dans k converge uniformé-

ment si et seulment si:
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p

Z u;i(t)

i=q+1

Ve > 0,3N € N tel que p,q > N = sup|s,(t) — s,(t)| = sup <e.
teD

teD

Démonstration

i) supposons que ( f,,), oy converge uniformément vers la fonction f sur D. Alors:

Ve >0,dN e Ntelquen > N =Vt € D, |f.(t) — f(t)| < e.

D’ou ,

pg 2 N =Vt € D [fp(t) = fo(O)] < |fp,() = fFO) + | fo() = f()] < 2e.

On a donc bien le critéere de Cauchy uniforme.

Réciproquement, si

Ve > 0,3dN € Ntel que p,q > N =Vt € D,|f,(t) — f,(t)| <e,

pour t € D fixé, la suite de nombres (f,(t)), oy est de Cauchy dans k, donc

converge vers un nombre f(¢). Dans le critére de Cauchy, on peut alors faire tendre

q vers +00 et on obtient:

Ve > 0,dN € Ntel que p > N =Vt € D,|f,(t) — f(t)| < e.

Ceci montre que la suite (f,,), o converge uniformément vers f.

i1) La démonstration de cette propriété pour les séries est la méme que pour les

suites en raisonnant sur la suite des sommes partielles.

Comme dans les cas numérique, pour les séries de fonctions, le critére de

Cauchy uniforme a un corollaire, que I’on utilise beaucoup par sa contaposée, pour

montrer qu’une série de fonctions ne converge pas uniformément:
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Corollaire 2.0.1 Si la série de fonctions de terme général u,, de D dansk converge
uniformément sur D, alors ||u,| . = sup |u,(t)] — 0 quand n — co. La réciproque
teD

est fausse.

Démonstration

Il suffit d’écrire:

[unll oo = sUP [un(t)] = sup |5 (1) = 501 ()],
teD teD

et d’appliquer le critére de Cauchy uniforme.

Pour montrer la réciproque est fausse, il suffit de prondre une série dont le
terme général est une fonction constante, qui diverge et dont le terme général tend
vers 0 & l'infini. Par exemple la série de fonctions constantes, de terme général
un(t) = %, n > 1,pour tout ¢ convient.

On a pour les séries de fonctions, une notion de convergence, la converence
normale, qui implique la convergence uniforme et qui dans la pratique est souvent

facile & vérifier:

Définition 2.0.12 Une série de fonctions de terme général u, converge normale-
ment sur D si la série numérique & termes positifs de terme général ||u,l|| =

sup |u,(t)| converge.
teD

Le terme convergence normale correspond au fait qu’elle s’exprime a ’aide de la
norme de la convergence uniforme définie dans la définition 2.0.11:

Cette notion de convergence est plus forte que la convergence uniforme car on a:

Proposition 2.0.8 Si la série de fonctions de terme général u, converge normale-

ment sur D, elle converge uniformément sur D.

Démonstration

On peut écrire:
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p p
Sup Z ui(t)| < Z sup u;(t)] -
teD Ji—g+1 i=q+1 1P

Si la série numérique de terme général sup |u,(t)| converge, elle vérifie le criteére
teD
de Cauchy et I'inégalité ci-dessus prouve que la série de terme général u,, vérifie le

critére de Cauchy uniforme. Donc elle converge uniformément sur D.

Remarque 2.0.8 La réciproque de cette propriété est fausse : la série de fonctions

de terme général u,(t) = (:r): ,n > 1, est uniformément convergente sur [0, 1].

En effet, cette série de fonctions n’est pas normalement convergente car

(=D"

n+t

[tnlog = sup
te(0,1]

1
n’

et cette série numérique est divergente.
Pour montrer la convergence uniforme, on utilise la majoration du reste d’une

série alternée, voir 4.5.2:

(="

n+1+t

vt € [0,1],Iru ()] <

' <

1
n+1|

Par suite, sup |7,(t)] — 0 quand n — oo et on a bien convergence uniforme sur

te(0,1]
[0, 1].

Exemple 2.0.11 i) La série de terme général u,(t) = 22 n > 1,définie sur R

converge normalement car:

sin nt
n2

n2

[un ]l = sup
teR

it) soit r € ]0,1[. La série de terme général u,(z) = 2™ définie sur le disque D,

centré a 'origine, de rayon r ,cnverge uniformément sur ce disque car:

[unlloo = sUD [un(2)] = 7.
teD,
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Remarque 2.0.9 Dans toutes les définitions et propriétés de ce paragraphe, le do-
maine D est fondamental. Dans l'ezemple ii) ci-dessus, on a convergence uniforme

sur D, pour r < 1 mais pas sur D;.

2.0.9 Continuité des limites et des sommes pour la conver-

gence uniforme

Théoréme 2.0.4 Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un domaine D et
qui converge uniformément vers une fonction f sur D . Si pour tout n € N, f,, est

continue en un point tog de D, f esr aussi continue en tg.
On peut alors écrire:
flto) = lim f(t) = lim lm f,(t) = lm futo) = lim lim f,(2),

ce qui est un cas d’interversion de limites.
Démonstration

Puisque la suite (f,),en converge uniformément vers f ,on a:

Ve >0,dN e Ntelquen > N =Vt € D, |f.(t) — f(t)| <

Wl M

e > ( étant fixé, écrivons la continuité de la fonction fy en t :

Vn >0 tel que [t —to] <n = |fn(t) — fn(to)| <

Wl M

Pout tout t € D, on peut alors écrire:

1f(t) = f(to)l = [f(t) = [n() + fn(t) — fn(to) + fa(to) — f(to)
< |f(t) = In@)]+ [ fn(@) = fn(to)| + [fn(to) — f(to)]-
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Donc si [t — tg| <mn, on a :

F(0) — (k)] < 5 +

Ceci prouve la continuité de f en tg.

Corollaire 2.0.2 Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un domaine D et
qui converge uniformément vers une fonction f sur D. Si pour tout n € N, f, est

continue sur D, f est aussi continue sur D.

Théoréme 2.0.5 Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un domaine D et
qui converge uniformément vers une fonction f sur D. Si pour tout n € N, u,, est

continue en un point tog de D, s est aussi continue en tg.

On peut alors écrire:

“+o00
s(to) = Jim > uil)
i=0
+oo
— ZO u;(to) = Z tlgg w;(t

ce qui est un cas d’interversion de limite et somme infinie.

Démonstration
On applique le théoréme 2.0.4 a la suite (s, ),eny des sommes partielles de la série

de terme général u,,, qui sont continues comme sommes finies de fonctions continues.

Corollaire 2.0.3 On considére une série de fonctions de terme général u, défini
sur un domaine D, qui converge uniformément et a pour somme la fonction s sur

D. Si pour tout n € N | u,, est continue sur D, s est aussi continue sur D.

On utilise souvent ces résultats par contraposée : en reprenant ’exemple 2.0.8,

on retrouve immédiatemment:
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Exemple 2.0.12 i) La suite de fonctions continues f,(t) = t" converge simplement
vers une fonction f, discontinue sur [0,1]. Elle ne converge donc pas uniformément

sur cet intervalle.

ii) La série de fonctions continues de terme général sin? ¢ cos™ ¢ converge simple-
ment sur [0, 7] et a pour somme une fonction discontinue. Elle ne converge donc
pas uniformément sur cet intervalle.

La convergence uniforme des suites ou séries de fonctions est suffisante mais non
nécessaire pour assurer la continuité des limites de suites de fonctions, théoréme
2.0.4, et de sommes de séries de fonctions, théoréme 2.0.5, sur le domaine D en
entier et on est obligé d’utiliser un argument, dit de saturation. Donnons deux

exemples :

Exemple 2.0.13 1) La suite de fonctions continues f,(t) = n*te™™ ne converge

pas uniformément sur [0, 400].

2) La somme de la série de fonctions de terme général Ln > 1, est continue sur
]1, 400 .

Démonstration

1) La suite de fonctions ( f,),en converge simplement vers 0 sur [0, +00[ qui est
bien une fonction continue .

Par contre, la convergence n’est pas uniforme. En effet, on a f, (t) = n?e (1 —
nt), cette fonction s’annule en ¢t = % et sup fu(t) = fn(%) = 2 ne tend pas vers 0

te[0,4-00[

quand n — +o00.

En revanche, il est facile de voir que la suite de fonctions (f,,)nen converge uni-
formément vers 0 sur tout intervalle [a, +oo],

pour a > 0.

2) Soit a > 1, On peut écrire:

1
< =

1
vtE[a,+OO[,0§—t .
n n
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La série numérique de terme général n—la est convergente. La série de fonctions de
terme général # est normalement convergente donc uniformément convergente sur
[a, +00[ et sa somme s est continues sur cet intervalle. Comme se raisonnement est
valable pour tout a > 1, s est continue sur tous les intervalles [a, +oo[ avec a > 1

donc aussi sur leur réunion qui est exactement U'intervalle |1, +o0] .

2.0.10 Dérivabilité des limites et des sommes pour la con-

vergence uniforme

Pour pouvoir parler de dérivation, on va se placer sur un intervalle ouvert I C R.

Théoréme 2.0.6 Soit (f,)nen une suite de fonctions définies et dérivables sur un

intervalle I C R telle que :

1) 1l existe ty € I tel que la suite numérique (f,,(to))nen converge.

2) La suite des dérivées (f,)nen converge uniformément sur tout sous-intervalle
borné de I vers une fonction g.

Alors, la suite (f,,)nen converge uniformément sur tout sous-intervalle borné de
I vers une fonction dérivable f telle que f = g.

On peut alors écrire, pour tout ¢t € I,

ce qui est un cas d’interversion de limite de dérivation.
Démonstration
. / . , . ’
Soit I' un sous-intervalle borné de I contenant t, et soit ‘I ‘ sa longueur.

Soit ¢ > 0 fixé. On peut écrire le critére de Cauchy uniforme pour la suite

(f )nen sur I :

70



3N€Ntelquep,q2Nz>Vt€Il,

70 = F0] < 5777

Pour chaque couple p, ¢ > N, appliquons le théoréme des accroissements finis en

to a la fonction f, — f, : pour t € I,

() = fo(O) = [fp(to) = fo(to)]| < [t —to| sup

Donc pour tout ¢ € I', on a:

18 = Fa)] < |olto) = falt)] + 5.

Par hypothese, la suite (f,,(to))nen converge ; par suite , elle est de Cauchy et il
existe N' € N tel que :

P,q = N = | fo(to) — foto)] <

DO | ™

On en déduit que :

+ - =€

! ! 8
poazsup {N.N'} =t e I If(0) ~ (0] < 5+

DO | ™

Ceci prouve la convergence uniforme de la suite (f,)nen sur I’ .Soit f sa limite.
En prenant la formule des accroissements finis ci-dessus en un point ¢, € I et

en divisant par |t — t,|, on peut écrire : p,q > N =Vt € I' |t # t,,

fp(tO) - fq(tO) . fp(tl) - fq(tl)
t—1 t—1

fo(t) = fo(t1) . fa(t) = fo(t1) < ¢
t—1 t—1t —20I')

En revenant au début de la démonstration, on a vu que 'on aussi :
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> N I' | F(t) - ‘< .
p.q>N=Vtel,|ft) fq(t)_ZH,‘

En définissant la suite de fonctions (¢, )nen par : n € N,

wn(t)——(i Inlt) pour t # ¢

Ces propriétés montrent que la suite (¢,,),en converge uniformément sur 1 ", Soit
@ sa limite.
La suite (¢, )nen est une suite de fonctions continues en ¢; car puisque par hy-

potheése, les fonctions f,, sont dérivables en t; et on peut écrire:

lim g, (£) = lim 220 = fn(t1)

t—t1 t—t1 t— tl

= fo(t1) = @, (t1).

En appliquant le théoréme 2.0.4, on voit que la limite ¢ de (¢,,)nen st continue

en t1 et que :

p(t) = g(t1) = hrn fi(t)) = lim hmM

n—t n——o0 t—ty t—t
— lim lim M i T )
tmtin—too  t—1 -t t—t

On en déduit que la dérivée de f au point t; existe et vaut :

f(t) =g(ts) = lim f (t1).

n—-+oo

Puisque ceci est vrai pour tout t € I', ceci prouve bien que f est dérivable sur
I' et que sa dérivé est la limite de la suite ( f;)neN Clest-a-dire que g = f .

Comme on a choisit pour I’ un sous-intervalle borné quelconque de I contenant
to, le raissonnement précédent prouve que la suite (f,)neny converge uniformément

sur tous sous-intervalle bornés de I contenant 5. Donc La limite f de la suite
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(fn)nen est dérivable, de dérivée g sur tous sous-intervalle bornés de I contenant
to et par suite sur I tout entier.

sous les hypotheses du théoreme 2.0.6, si de plus ,les fonction f;sont continues
sur I, alors la limite f a une dérivée f  continue sur 1.

démonstration:

comme sous les hypotheses du théoreme 2.0.6, la suite ( f;) converge unifor-

neN
mément sur tout sous-intervalle borné de [ il suffit d’appliquer le théoreme 2.0.4:
la limite £ de la suite ( f;l)neN est continue sur tout sous-intervalle borné de I et
donc sur [ tout entier.

Remarquons que la convergnce uniforme de la suite de fonction ne suffit pas a
assurer la dérivabilité de la limite:

1
la suite de fonctions dérivables f, () = (t2 + L) 2 'n > 1 converge uniformément

n2
sur R vers la fonction |t| ,qui n’est pas dérivable en 0.

en effet, pour tout ¢t € R on a:

, 1\: 1
t<{t"+—=5 ) <tf+-
n n

d’ou
1
Vit € Rv ’fn (t) - |tH S E

Cette inégalité implique la convergence uniforme de la suite (f,),oy Vvers la
fonction |t| . D’aprés le théoreme 2.0.6, la suite des dérivées ne converge pas unifor-
mément sur R .

On utilisera beaucoup le cas particulier du théoreme 2.0.6 suivant :

si la suite de fonctions dérivables (f,), oy converge simplement sur I vers f et
si la suite des dérivées converge uniformément sur tous les sous-intervalles bornés de
I vers ¢ ,alors f est dérivable et f = g sur I .

on va maintenant étudier la dérivabilité des sommes de séries :
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soit I un intervalle de R. On considere une série de fonctions de terme général
u, , dérivable sur I telle que

1) Il existe ty € I tel que la série numérique de terme général u,, (ty) converge

2)  La série des dérivées, de terme général u,, converge uniformément sur tout
sous-intervalle borné de I et a pour somme une fonction o .

Alors, la série de terme général u,, converge uniformément sur tout sous-intervalle
borné de I et a pour somme une fonction dérivable s telle que s = o .

Avec la notation des sommes infinies, ceci s’écrit :

!/

S (1) = (Y w0

+oo
/
= u, (1)
n=0

ce qui est un cas d’interversion de somme infinie et de dérivation .

Démonstration:

Il suffit d’appliquer le théoreme 2.0.6 a la suite (sy),, .y des sommes partielles de
la série de terme général u,, , qui sont dérivables comme sommes finies de fonctions
dérivables.

on obtient également les corollaires suivant pour les séries de fonctions :

sous les hypotheses du théoreme 2.0.7,si de plus, les fonctions u’n sont continues
sur I, alors la somme s a une dérivée s continue sur I .

si la série de fonctions dérivables, de terme général u,, converge simplement sur

I et a pour somme s et si la suite des dérivées converge uniformément sur tous les

sous-intervalles bornés de I et a pour somme ¢ , alors s est dérivable et s = o
sur [ .

soit 0 <r < 1etl=][—r +r|.on considere la série de fonctions définies sur I,
de terme général u, (t) = "::

la série numérique de terme général u, (0) converge (c’est la série nulle !) et

la série des dérivées de terme général t" converge uniformément sur I d’aprés
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I'exemple 2.0.11(i7).

+o0o
la somme s (t) = > t::i est donc dérivable et sa dérivée vaut :
n=0
+00 . 1
S IR
1 —
n=0
. +oo n+1
comme s (0) = 0 ,on déduire que s(t) = Y =5 = —In(1 —1).
n=0

2.0.11 Intégration des limites et sommes pour le conver-

gence uniforme:

soit (fy),ey une suite de fonctions définies et continues sur un intervalle [a, b] de R et

qui converge uniformément vers une fonction f sur [a,b] . alors , la suite numérique

<fab fn (s) ds) , converge et a pour limite fab f(s)ds .
ne

On peut alors écrire :
b
[ e [ e
a n—-+0o00

b
_ / im () ds,

ce qui est un cas d’interversion de limite et d’intégrales.
démonstration:
pour tout n € N et pour tout t € [a,b] , on pose F,, ( f fn (s)ds les fonctions

F,, sont dérivables sur [a,b] comme intégrales de fonctions continues et de plus

vt € [a,8] LF, (1) = fu ()

d’apres ’hypothese , la suite (F ) hen converge uniformément sur [a, b] et comme
pour tout n € N, F, (a) = 0 ,la suite numérique (£}, (a)),oy converge . On peut

donc appliquer le théoreme 2.0.6 a la suite ([7,),, .y :cette suite converge uniformeé-
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ment sur [a,b] vers une fonction F telle que F' = f et F(a) = 0 .On en déduit

vt € [a,b] , /f

en particulier pour ¢t = b,
b
~ [ s

s0it (fn),ey la suite de fonctions définies sur [0, 1] par :

fn (t) =t" (1 - t>n

comme pour ¢ € [0,1] ,0<t(1—¢) <1 ona:VneN, 0< f,() < & .ceci

implique que la suite de fonctions continues converge uniformément vers 0 sur
[0,1] .
La suite ( fo (1—y9) ds) converge vers 0.
neN

On considere une série de fonctions de terme général u, ,définie et continue
sur [a,b] ,qui converge uniformément sur [a,b] et a pour somme s. alors , la série
- o b
numérique de terme général < fa Uy, (t )dt) converge et a pour somme f t)dt .

on peut alors écrire:

/abs(t)dt = i/abun(t)dt
= /{lbiun(t)dt,

ce qui est un cas d’interversion de somme infinie et intégrale.

démonstration:

On applique le théoreme précédent 2.0.8 a la suite (s,,),, .y des sommes partielles
de la série de terme général u,,, qui sont continues sur [a, b] comme sommes finies de

fonctions continues.
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t2n

On considere la série de fonctions de terme général wu, (t) = ( définie sur

IR
[0,1] .
comme VYt € [0,1] ,0 <

2n
L < Lo cette série converge normalement donc
(2n)! 2n)! >

uniformément (proposition 2.0.9) sur [0, 1] .d’apres le téoreme précédent, on a donc,

pour tout z € [0,1] :

+oo 22+1 +oo x t2z +oo tQi T
Z (2i+1)! Z/ —/ ;W dt:/o cosh (t) dt = sinh (z)

2.0.12 Exercices

pour n > 1 et x € |0, +o0o[ ,on définit la suite de fonctions (f,,),, oy par:

fu (@) =nIn ()|

1)déterminer le domaine de convergence simple D de cette suite de fonctions.

2)Etudier la convergence uniforme de la suite (f,),cy sur D et sur les sous-
intervalles fermés bornés de D.

soit o un nombre réel strictement positif .On considere la suite de fonctions

définie sur l'intervalle [0, 1] par :
n>1,f,(x)=na" (1—2x)"

1)montrer que la suite de fonctions (f,), .y converge simplement sur 'intervalle
[0, 1] et trouver sa limite.

2)montrer que la suite de fonctions ( f,),, .y converge uniformément vers sa limite
sur U'intervalle [0, 1] si et seulement si a > 1.

3)On suppose 0 < a < 1 .Montrer que la suite de fonction (f,), .y converge

uniformément sur le segment [0, a] pour tout a € [0, 1]

Exercise 2.0.15
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soit a un réel strictement positif .Pour tout n € N ,on désigne par u,, la fonction

définie pour = € [0, 4+o00[ par :

Uy, () = na"e ™

1)Calculer nl_lgloo% Inw, (x) pour x >0 .

2)En déduire que pour tout a > 0 ,la série de fonctions de terme général u,, (z)
converge simplement sur x > 0 .

3)a)pour |z| < 1 ,calculer Jiol nz" .

b)En faisant un changement de variable ,en déduire la somme s () = JFXO:O Uy, (T)
pour tout x € [0, +o0] . "~

4)a)Calculer sup u, (z) .

z€[0,+00[

b)En déduire que la série de fonctions de terme général wu, (x) converge nor-
malement sur [0, +00] si et seulement si a > 4 .

5)soit @ = 4 . On cherche a montrer que dans ce cas ,la série de fonctions wu,, (z)

ne converge pas uniformément sur [0, +00] .

a)trouver un réel C' > 0 tel que

2N

. 2
VN EN,ZNun(:UN)zC’avecxN: N
2N

b)on déduire que sup > wu, (zy) ne tend vers pas vers 0 quand N — 400 .
c)conclure . ey

6)On suppose toujours que a =4 .

a)montrer que mErgl+ s(x) =1

b)Retrouver la conclusion de la question 5).

Démontrer les inégalités ;,pour 0 <z < 1:

0<e®—1—2xa<2n?
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soit

u, (t) =exp (27) —1,t € R,n € N*

1)Déterminer 1’ensemble D des réel t € R pour lesquels la série de fonctions de
terme général u,, (t) converge .

2)soit @ > 0 .étudier la convergence uniforme sur l'intervalle [a, +oo[ de la série
de fonctions de terme général u,, .

3)soit s la somme de la série de fonctions de terme général u,, .étudier la continuité
de la fonction s sur D.

4)Trouver un équivalent pour s (t) quand ¢ tend vers +oo .

On considere la suite de fonctions (f,),cy. définie par :

fa(t)=0sit> % Jn (%) =2n, f,(0) =0 et f, est affine continue sur les
intervalles [0, %] et [ﬁ, %] .

1)Expliciter les fonctions f, pour ¢t € [0, %] et les représenter sur un graphe .

2)Vérifier que pour tout ¢t € [0,1] , f,, (t) — 0 quand n — 400 .

3)Montrer que pour tout n € N :

/Olfn(t)dt—l

4)pourquoi le théoreme 4.5.1 ne s’applique t'il pas 7

Corrigé des exercices sur le chappitre 3

corrigé de I’exercice 2.0.13

Dpour |In(z)] < 1 la suite numérique (f, (x)), oy converge vers 0 et pour

In (z)| > 1 ,la suite numérique (f, (2)),,cn diverge.Donc D = |1 e] .
2)On remarque que sup 7 |In(z)|" = n donc la suite de fonctions (f,), oy ne
2€[0,+o00[

converge pas uniformément sur D.

1

soit [a,b] C ]g, e[ un sous-ensemble compact de D.

Alors sup  n|ln(z)" = nsup (|lnal,[lnd])" — 0 lorsque n — +oo ,donc la

2€[0,+00[
suite de fonctions (f,),cy converge uniformément sur [a,b] .
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corrigé de I’exercice 2.0.14

1)si0 <z <1 ,nx" — 0 lorsque n — +00.

siz=1, f,(x)=0.

Donc la suite de fonctions (f,),,~, converge simplement vers 0 lorsque n — +oo.
2)On cherche le maximum de la fonction f,, sur Uintervalle [0, 1] .pour cela ,on

calcule :

!

f, () =na"t (1 - x)a_l (n—(n+a)x)

n

En posant x,, = o

[, 1] .

fn atteint donc son maximum en z,, et celui-ci vaut :

a\—"n a \“ a\ @
e 0(048) (1) (O
Ju(@n) =n +n (n+a) n—+oo \ € "

Comme M, — 0 lorsque n — +00 si et seulement si @ > 1 ,la suite de fonctions

on voit que f, est croissante sur [0, z,] et décroissante sur

(fn)nen converge donc bien uniformément vers 0 sur [0, 1] si et seulement si o > 1.
3)On suppose 0 < z < 1 .si a € [0, 1] est fixé ,comme liIJIrl r, = 1,81 n est assez
n—-roo

grand , x,, > a ,donc la fonction f, est croissante sur la segment [0, a] et de plus

Jorsque n — 400 :

sup | fo (@) = fu(a) =0

0<z<a

La suite de fonctions converge donc bien uniformément sur le segment [0, a| pour
tout a € [0,1] .

corrigé de I’exercice 2.0.15

pour z >0 ,ona: tlnwu,(z) =1 (Inn+alnz —ns?) .

D’ou nl_lgloo% Inu, (z) = —2%.

2)pour x > 0 fixé ,la série a terme positifs u, (z) vérifie nl_l)ﬂl_loo S () = e < 1
. On peut donc appliquer le critére de cauchy :la série de fonctions de terme général

u, () converge .ceci étant vrai pour tout = > 0 ,on en déduit que la série de fonctions

de terme général u, (x) converge simplement sur ]0,4+o00[ . En 2 = 0 ,la série de
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fonctions est nulle donc Convergente de somme nulle .

3)a )p0u1rz<1,(1 an
7932 +oo

b)posons z = e~** . On déduit que pour z > 0 , z° W = > u, () =s(x)
e n=1

4)a)Etudions le maximum de u,, () sur |0, +oo] :

u, () = na® e (a —2na?) Donc u, (x) = 0 <= = = z, = 5
U, admet un maximum au point x,, et u,, (x,) = 2%2%6_% = - %A_l
b)La série numérique de terme général a — converge si et seulement si §—1 > 1

c’est a dire a > 4 ,ce qui implique le resultat .
5)pour a = 4 ,la série numérique de terme général u,, (x) ne converge pas nor-
malement sur ]0, +00] .

a)pour N <n < 2N ,u, (zy)>n (%)2 ¥ >

2Iﬂ>

2N
Dou > u,(zy)>4et=C.
n=N

2N 2N 2N
b)on déduire que sup > wu, (z) > Z u, (zy) > C et donc sup Z
z€[0,400[ n=N n= z€[0,400[ n=

uy, (z) ne tend pas vers 0 quand N — +oo .

c)La série de fonctions de terme général u, (x) ne vérifie pas le critére de cauchy
uniforme et donc ne converge pas uniformément sur |0, 00| .

6)a)On remarque que <1 — e‘x2)2 ~ z* quand z — 0 . donc s (z) ~ e ~ 1
quand z — 0 .

b)comme s (0) = 0 , la somme de la série de fonctions de terme général nzte"*"
est discontinue sur [0, +-00] et par suite la convergence ne peut pas etre uniforme sur
cet intervalle.

corrigé de l’exercice 2.0.16

on pose f (z) = e*—1—wet g (v) = e*—1—x—222 .On vérifie que f (0) = g (0) =0
,que f est croissante sur [0, 1] et que g est décroissante sur [0, 1] .Cela implique bien
que f(z) >0et g(x) <0sur[0,1].

1)si t < 0 ,alors la suite (uy, (t)) ne converge pas vers 0 quand n tend vers

neN*
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+00 ,donc la série de terme général u,, (t) diverge .

sit > 0,ma?2™ — 0lorsque n — +o0o ,et par conséquent , u, (t) ~
27" (n — +00) .la série géométriquede terme 27" étant convergente car |27 < 1
,il résulte du théoréme des équivalents pour les séries & termes positifs que la série
de terme général wu, (t) converge .

conclusion:D=R? .

2)pour chaque n € N* la fonction ¢ — w, (t) est positive et décroissante sur
[a, +00[ ,car u, (1) = —n (In2) 2 ™ exp (27™) quel que soit ¢ € [a, +00]

Donc sup  |uy, (t)| = uy, (a)

x€[0,400[

puisque la série numeérique de terme général u,, (a) converge ,la série de fonctions
de terme général u,, converge normalement donc uniformément sur [a, +o0|.

3)Fixons ty € D = R% .soit a > 0 tel que a <ty .pour chaque n € N* | u,, est
une fonction continue sur [a, +00] . de plus , la série de fonctions de terme général u,,
converge uniformément sur [a, +00[.D’aprés le théoréme de continuité pour les série
de fonctions uniformément convergentes , la fonction s est continue sur [a, +00[. en
particulier elle est continue en ¢y € Ja, +00]| .

Le point ¢ty € R% étant quelconque ,on déduire que s est continue sur R7 .

4)puisque 0 < e* — 1 — x < 2z pour tout z € [0,1] on a 27 < w, (t) <
27" + 227" quels que soient ¢ > 0 en n € N*.

ceci implique que

N

N N N
Dy u, () <)y 22y 2
=1 n=1 n=1 n=1

n=

pour N > 1 et tout t > 0
En faisant N tendre vers +o0o on obtient ,pour ¢t > 0 :
2—t 2—t 2—2t

o =S s 2o
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—2t . —t .
Comme:122—,2t:o(2 t)et% ~ 27" on a:
- - t——4o00

27t " ot

~  —_—
t—4o0 1 — 27t t—+o0

s(t)

En conclusion ,s (t) o 27t

corrigé de l’exercice 2.0.17

1)pour tout n € N*,on a:

site[0,5] ,fa(t) =4n%

site[2,a],9,()=—4n*(t - 1)

2) on distingue deux cas :

ou bien t = 0 ,alors f, (0) = 0 pour tout n € N* et on voit que f, (0) — 0 quand
n — 400

ou bien t # 0 et alors si % <t ,clest a dire n > % , fn(t) = 0 donc on a aussi
fn (t) — 0 quand n — +oo

donc quel que soit t € [0,1] ,on a :nlirfmfn (t) = 0.

3)On remarque que pour tout n € N*I'aire du triangle isocéle de base % et de

hauteur 2n est 1.C’est ’aire comprise entre ’axe des t et le graphe de la fonction

t — f,(t) ,donc

/Olfn(t)dtzl

4)L’interversion de la limite quand n — oo et de l'intégrale n’est pas vérifiée

. . 1 1.
puisque nl_l}Iiloo Jo fa(@)dt =1et [ ngwan (t)dt = 0.
On voit que sup f, (t) =2n — oo lorsque n — oo et donc la suite de fonction
z€[0,1]
(fn)nen+ De converge pas uniformément vers 0 . cette suite de fonctions ne vérifie

pas les hypothése du théoreme 4.5.1
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Chapitre 3

Séries entiéres

Définition 3.0.13 On appelle Séries entiéres de variable réelle (resp. de variable
complexe) toute série de  fonction de la forme Y  a,x™ (resp. > anz™ ), ot (an)n

est une suites des nombres complexes.
La suite (a,,), est appelée la suite des coefficients de la Séries entiéres.
Remarque 3.0.10 Toute séries entiéres converge pour z = 0.

On désigne par D 'ensemble des nombres complexes z pour lesquels la série

> anz™ est convergente, on note f(z) la somme de cette série, soit :

+o0

Vze D, f(z) = Zanz".

n=0
L’ensemble D est appelé domaine de convergence de la série entiére »  a,z".

L’ensemble D est non vide puisqu’il contient toujours 0.

Exemple 3.0.14 Déterminer les domaines de convergence des séries entiéres suiv-

antes

1LY 2" 2.3 2
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111 est clair que la série Y 2" est une série géométrique de raison z, alors elle est
convergente si et seulement si |z| < 1, ainsi le domaine de convergence de la série
> 2" est le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1.

2.En utilisant le Critére de D’alembert on a

Zn+1

. sy El
lim ——| = lim =0
n—+00 o n—+oo 1, + 1

)

N , . n .. .
d’ou la série 2 est convergente pour tout z € C, ainsi le domaine de conver-
n! )
s . n .
gence de la série g % est C tout entier.
Pour la suite nous ne considérons que les séries entiéres réelles, c’est-a-dire les

séries de la forme > a,z", ou (a,), est une suites réelle et = € R.

3.0.13 Convergence d’une série entiére

Proposition 3.0.9 (Abel)

Soit la série entiere > a,2™.S1l existe xp € R* tel que la suite (a,zf), soit
bornée. Alors, pour tout z € R tel que |z| < |x¢|, la série numérique ) a,z"
converge absolument.

Démonstration: On a,

La suite (a,zg), borné = IM > 0,¥Yn € N: |a,x5| < M,
M

= IM >0,VneN:|a,| < —,
|25

alors pour tout x € R tel que |z| < |zo|, on trouve

T n
laa™| < M |—

Zo

n
< 1. Ainsi, la série

n
or la série géométrique E M est convergente car |-

Z
o

> anz™ est absolument convergente.
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Corollaire 3.0.4 S’il existe xo € R* tel que la série Y a,xy est convergente, alors

la série entiére Y a,x™ converge absolument en tout point v € R tel que |x| < |zo|.

Démonstration: On a,

la série E a,z" est convergente = lim a,xj =0,

n—-+o0o

C’est-a-dire la suite (a,xf}), est convergente, et donc elle est bornée. Ainsi
nLQo/n )
d’aprés la proposition précédente, la série entiere »  a,z™ converge absolument en

tout point = € R tel que |z| < |zo] .

3.0.14 Rayon de convergence d’une série entiére

Définition 3.0.14 Soit la série entiére Y a,x™. Le nombre réel positif

R =sup {r € R,/ la suite (a,r"), est bornée},

S’appelle le rayon de convergence de la série > a,z".

Exemple 3.0.15 La série Y x" a rayon de convergence R =1, car la suite (™),

est bornée si et seulement si |r| < 1.

Remarque 3.0.11 Le rayon de convergence d’une série entiére peut prendre la

valeur 400, c’est le cas ot le domaine de convergence est R.

Exemple 3.0.16 Repronons 'exemple de la série ‘% , 1l est clair que le domaine

de convergence est R tout entier. D’ot le rayon de convergence est R = +oc.

Proposition 3.0.10 Soit la série | a,x™, s’il existe deux réels strictement positifs

m et M telle que :

VneN, m = a,| 2 M,
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alors le rayon de convergence de cette série vaut 1.
Démonstration
Soit R le rayon de convergence de la série » | a,z". Comme, Vn € N, m =< |a,| <

M alors,

sup{r € R,/ la suite (Mr"),, est bornée} C sup{r € R,/ la suite (|a,| "), est bornée}
et

sup{r € R,/ la suite (|a,|r"), est bornée} C sup{r € R,/ la suite (mr"),, est bornée}

sup{r € R,/ la suite (Mr"), est bornée} = sup{r € R,/ la suite (mr"),, est bornée}

= sup{r € R,/ la suite ("), est bornée} = 1.

Ainsi R = 1.
Exemple 3.0.17 Déterminer le rayon de convergence de la série entiére » (sin2 n+ 1) x™.

En effet,

VneN, 1< (sin®n+1) <2,

donc d’aprés la proposition précédente, le rayon de convergence de la série

> (sin*n +1) 2™ égale 1.

Proposition 3.0.11 Soit la série entiére »  a,x™ de rayon de convergence R. Alors,
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i) la série entiere Y a,x™ est absolument convergente pour tout x, telle que
|z| < R.

ii) Dans le cas ou R est fini, les série Y a,a™ et > |a,2z"| sont divergentes pour
tout x tel que |z| > R.

Démonstration: Triviale.

Soit la série entiére Y a,x™, de rayon de convergence R. Alors la série > a,z"

est normalement convergente sur tout intervalle [—r, +r| tel que r < R.

3.0.15 Théchnique de calcul de rayon de convergence

Théoréme 3.0.7 (Reégle d’Hadamard)

QAn41

an

= [ une valeur dans I@(I@ =RU

Soit la série entiére ) a,z™. Si lim
n—-+00

{—00,4+00}), alors le rayon de cette série est R = 7
Soit la série entiere Y a,z",Si 1151_1 {/|a,| = 1 une valeur dans I?&(H_% =RU
n—-+0oo
{—00, +00}), alors le rayon de cette série est R = -

et lim {/|a,| n’existent pas, le

n—-+o0o

an+1

Qn

i) Dans le cas ou les deux limites lim
n——+00

rayon de convergence et alors donné par

1 R
sz ou !l = lim {/|a,| sil # 0,

etsil=0,ona: R=4oc0etsi [=+ocona: R=0.

ii) Soit la série entiére ) a,z", de rayon de convergence R. Alors son domaine de
convergence est l'un des quatre intervalles: |—R, +R[,[-R, +R[,]—R,+R] ou bien
[—R,+R].

Soit la série entiére > a, 2", de rayon de convergence R. Alors les séries > na,z" !

et Y ;2" ont méme rayon de convergence R.
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3.0.16 Opérations sur les séries entiéres

Soit > anz™ et Y b,x™, deux séries entieres ayant respectivement R et R'pour rayon
de convergence.

i) Si R # R/, le rayon de convergence R” de la série ) (a, + b,)z" est R =
min{R, R'}.

ii) Si R = R, le rayon de convergence de la série Y (a, + b,)z™ est R” > R.

Démonstration

1-Supposons que R’ < R.

i) Si |z| < R alors || < R, d’ou les deux séries ) a,z" et Y b,x™ sont absolu-
ment convergentes.

Comme |(ay, + b,)z"| < |aza™| + |bya™|, alors la série > (a, + b,)x™ converge
absolument pour |z| < R’ = min{R, R'}.

ii) Si |z| > R', deux cas de figure se présentent:

a) Si R < |z| < R, la série ) b,2" converge absolument et > a,x™ diverge.
Donc Y (a, + b,)z" diverge.

b) Si R < R < |z|, les deux séries divergent. Montrons »_(a, + b,)z™ diverge.
Raisonnons par absurde. Alors on suppose que la série (> (a,+b,)z") est converge,
donc d’aprés la proposition 5.5 (Abel), la série Y (a, + b,)x™ converge absolument
pour tout zg € R, tel que |zg| < |z| et en particulier pour zy vérifiant R’ < |zo| <
R < |z|. D’ou la contradiction.

2-Si R = R'. 1l est clair que la série > (a, + b,)x" converge absolument si
|| < R = R/, ainsi le rayon de convergence R” > R = R/.

. s . —_on s .
Soient les deux séries E x" et E 12—3:5”. Les deux séries ont pour rayon de
n>0 n>0
convergence R = 1. Par contre la série déduite de la somme des deux séries E x"
n>0

2n
n>0 n>0
Soit > anz™ et Y b,x", deux séries entiéres ayant respectivement R et R'pour

—_9on .
et E L2 (ie. E 2%3:” ), a pour rayon de convergence R’ = 2.
rayon de convergence. ALors la série produit des deux séries > a,z™ et Y b,x" est
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n
une série entiere de terme général c,, = ( E akbnk> ™ et son rayon de converence

k=0
R" > min{R, R'}.

3.1 Application du Théoréme de continuité, Théoréme

d’intégration et Théoréme de dérivation sur

les séries entiéres

3.1.1 Continuité

Théoréme 3.1.1 La fonction somme S d’une série entiére _ a,x" de rayon de

convergence R(# 0) est continue sur |—R,+R].

Démonstration

Soit 0 < r < R. Pour tout n € N, les fonctions f,(z) = a,z™ sont continues sur
[—r, +7] et puisque la convergence est normale donc uniforme dans [—r, 47|, donc
d’aprés le Théoreme de continuité sur les séries de fonctions, la fonction somme S
de la série entiére Y a,z" est continue sur [—r, +r|, pour tout r, (0 < r < R), et

par suite elle est continue sur |—R, +R|.
Proposition 9 (continuité d’Abel)

Soit la série entiére Y a,z", de rayon de convergence R. Si la série numérique
> an,R" converge, alors la série entiére > a,2™ est uniformément convergente sur
[0, R], et sa somme est continue sur ce segment.

En particulier,

lim Z an® Z a,R".
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3.1.2 Intégration

Théoréme 3.1.2 Soit la série entiére Y a,x™ de somme S et de rayon de conver-

gence R. Alors pour tout intervalle [a,b] inclue dans |—R,+R] on a

b

b
+o0o
/S(m)dm = Zan/x”dx.
n=0 @

a

Démonstration

Il est clair que pour tout intervalle [a,b] inclue dans |—R,+R|[, les fonctions
fn() = a,x™ sont continues et la série entiére »  a,z™ converge uniformément sur
[a, b], et donc d’aprés le théoréme d’intégration sur les séries de fonctions, on trouve
que la fonction S(x) la somme de la série > a,x™ est intégrable sur [a, b], de plus on

a

b

o0 b
/S(m)dm = Zan/x”dm.
n=0 "

a

Corollaire 3.1.1 Soit la série entiére > a,x™ de somme S et de rayon de conver-

gence R. Alors la fonction S est continue sur |—R,+R| et ses primitives sont de la

forme:
+oo a
t— kT —2 " oouk eR.
HZ:O n—+1
Démonstration

En appliquant le Théoréme précédent sur le segment [0, 2] .

3.1.3 Dérivation

Théoréme 3.1.3 Soit la série entiére Y a,x™ de somme S et de rayon de conver-

gence R. Alors la fonction S est de classe C' sur |—R,+R|[, de plus on a
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+oo
S'(x) = Znanar”_l.
n=1

Démonstration

On applique le Théoréme de dérivation sur les séries de fonctions, en effet :
pour tout n € N, les fonctions f,(z) = a,z™ sont de classe C! sur |—R,+R], la
série > a,z" converge simplement sur |—R,+R| et la série Y na,r""! converge
uniformément sur tout segment [—r, +r] pour tout r tel que 0 < r < R. Alors la
fonction somme S est de classe C! sur [—r, +7], et par suite S est de classe C! sur

|—R,+R][. De plus

S'(x) = Z na,z" .

n=1

Corollaire 3.1.2 Soit la série > a,z" de rayon de convergence R. Alors sa somme

“+o0o
f(z) = Z a,x”, est uniformément dérivable (f € C*(]—R,+R])), et l'on a:
n=0
£ £(n) ()
Vo e |-R,+R[, f(z) = f '( >m”
~ nl
Démonstration .
En effet, si: f(x) = Z a,x"™, par application du Théoréme précédent, il est facile
n=0

de voir que la fonction f est indéfiniment dérivable (f € C*(]—R,+R])). De plus
+oo

ona f'(z) = Znana:"_l, et par récurrence, la dérivée d’ordre k est donnée par la
n=1

relation:

()= n(n—1)(n—2)..(n -k + nayz""",

De cette expression, il résulte que f*)(0) = ak! c’est-a-dire

FH(0)
B

A =
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3.1.4 Séries de Taylor

Motivation

Soit f une fonction réelle & variable réelle. Peut-on trouver une suite réelle (ay,),
+o00

et 7 > 0 tels que l'on ait f(z) = Z a,x"™ pour x € |—r,r(?

Si ce probléeme admet une solgt:i?)n, on dit que f est développable en série entiére
au voisinage de 0.

On peut généraliser cette situation en se posant la méme question pour une

fonction définie au voisinage d’un point xg : il existe-il une suite (a,), et r > 0 tels
—+00

que l'on ait f(z) = Z an(x — x0)" pour x € |xg —r,x0 + 7[?

Dans l’afﬁrmatif:i(;l dira que f est développable en série entiére au voisinage de
xo.

Pour qu’une fonction f soit développable en série entiére au voisinage d’un point
xo € R, il est nécessaire qu’elle soit de classe C° dans un voisinage |zq — 7, o + 7|

de zy et dans ce cas on a

— n!
Démonstration
Similaire & celle du corollaire 3.1.2.
Soit f : |—r,r[ — R une application de classe C'* dans un voisinage de 0. On sup-

pose qu'il existe M > 0 tel que pour tout n € N, et pour tout x € |—r, r[,}f(”) (x)‘ <

+oo
. (n) .
M. Alors la série Z fn—!(o)x” est simplement convergente sur |—r, 7| et on a

n=0

X £(n)
flx) = Z / (O)x”,‘v’x e|-rrl.

n!

Démonstration
Par hypothese, il existe M > 0 tel que pour tout k € N, et pour tout x € |—r, 7|,
on a {f(”)(a:)} < M.

Le développement de Taylor de f au voisinage de 0 & I'ordre n donne:
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~fO0) o fOY(0)

x) = :1:+—x”+1,avec()<6’<1
/(@) k! (n+1)! ’
k=0
N 1A f(n+1)(91) n+1 A :
ou la quantité L est appellé le reste de Mac-Laurin.

Fn+1) (02) 2 —

Pour démontrer la Proposition, il suffit de prouver que lim )]

n—-+0oo
En effet:
x €|-rr[=0z|<r= ‘f(”J“l)(Qx){ < M,
3.1.5 Exercices:

Exercise 3.1.1 Déterminer les domaines de convergence des séries entiéres

" 5, D"
1‘2((273!2 ; 2.;@%2

Exercise 3.1.2 Déterminer le rayon puis le domaine de convergence des séries en-

tieres suivantes

1271 +n ;2.Zexp_"2x” 3211171 "

n>0 n>0 n>0

4. ; (;llgnx"; 5. Zsin (%) z"; 6. Zcosh (n)x

n>1 n>0

Exercise 3.1.3 Soit ) ., a,z" une série entiére de rayon de convergence R.

1. Quelle est le rayon de convergence de la série Y - a,z*"

2. On déduit le rayon de convergence des séries entiéres :

1. Zlnn 2n; Q.Zcosh(n)x3" : 3. Zn+n 5n

n>0 n>0 n>0
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4n
(4n)!"

Exercise 3.1.4 Soit la suite de fonction (f,), telle que : f, (x) =

1. Déterminer le rayon de convergence de la série Z fo ().
n>1

2. Développer la fonction f(z) = cosx + coshz en série entiére sur R.

3. En déduire la somme de la série Z fn ()

n>0

Exercise 3.1.5 Calculer les sommes des séries sutvantes dans leur intervalle ouvert

de convergence apreés avoir déterminé ses rayon de convergence.

1+°° L n. 3n

Exercise 3.1.6 Calculer les sommes suivantes dans leur intervalle ouvert de con-

vergence aprés avoir déterminé le rayon de convergence de la série proposée.

+o0 +oo

n n®+4n — 1
1. — " 2. L
;(2n+1)! nZ:O n!(n+ 2)
Solution des exercices:

e Solution de l’exercice 3.1.1 :

=D _2n .

1. On pose u,, = a1 2

En utilisant le Critére de D’Alembert sur les séries numériques a termes

positifs , on trouve

|2|2n+2 )
lim %4l — lim 2 — im o — P .
n—-+oo UYn n—-—+o0o ‘é‘j; n—-too (2n+2)(2n+1)
. - —
donc la série E -2?"| est convergente sur C, d’otl la série E C yon
2n)' ) (2n)!
n>0 n>0

est convergente sur C.
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n

— | =D 2nt1
(2n+1)!

2. On pose u,

En utilisant le Critére de D’Alembert sur les séries numériques a termes

positifs , on trouve

\2\2"+3 )
lim “= = lim 25O = lim A =0,
n—+oo Un n—-+00 7‘(;‘71:_1‘—; n—-too (2n+3)(2n+2)
) 2n+1
donc la série E ‘ )2

n>0
est convergente sur C.

Solution de ’exercice 3.1.2 :

n2+n

1. On pose a,, = "5, alors
(n+1)2+n+1
lim | 2 |= lim |[—3%~—| = lim (1)’ +nil 3
n—+oo  %n n—+00 nz;tn n—+o00 n?4n o 3nH

N , . N 2
d’ot le rayon de convergence de la série entiere E %x" est R = 3.

pour x = 3 :

n®+n n n?+n

3 v 3n

n+n

donc la série entiére E
n>0
pour r = —3:

n?+n n?+n

3" 3n

donc la série E = +”a: est divergente pour z = —3.
n>0

n+n

Ainsi le domaine de convergence de la série E
n>0
TL2

2. On pose a, = e, alors

lim {/|a,| = lim {/|e"*| =lim Ve " =
n—-+4oo n—-4+oo n—+o00

d’ou le rayon de convergence de la séries entiére E e~

n>0
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n>0

n—---4oo

n—--4+00

x", est D

lim e
n—-+00

= 3" =n®+n — 400,

2™ est divergente pour z = 3.

Wl

" = ———(=1)"3" = (n® + n)(—1)" — o0,

est convergente sur C, ainsi la série E @n +1)'Z

n>0

=]-3,3].

—n

0.

n o est R = +00.

2n+1



Ainsi son domaine de convergence est D = R.

lnn

3. On pose a,, = 23, alors

In(n+1)
(n+1)?
Inn
n2

1 1 2
~ lim nn+1) n

anH] = lim =
n—+oo Inn  (n+1)2 ’

lim |
n—-+oo Qp n—-4o0o

d’out le rayon de convergence de la série E 12—2":6” est R=1.
n>1

n
Pour x =1: lim == = lim 22 =0, donc la série E Inn - est convergente.
n—-+oo n—»+oo¥ﬁ€ n
n>1
Pour x = —1 : E (—1)"22 est absolument convergente, donc elle est conver-
n>1

3

O

3
e

gente.

Ainsi le domaine de convergence de la série E 12—2”35”, est D =[—1,1].
n>1

4. On pose a, = (lﬁ alors

(-t |
lim an+1|: 1i In(n+1) _ nn

n—+o0o n—-+4o00 (1_1)n nﬂ+001n<n + 1)
nn

Y

d’ou le rayon de convergence de la série Z CV%pm st R = 1.
n>2

"Abel (Théoréme

Pour z = 1 : la série
n>2

2.49).

Pour z = —1 : la série Z ﬁ diverge, car ﬁ > % pour tout n > 2.
n>2
Ainsi le domaine de convergence de la série Z (fﬁx”, est D =1]-1,1].
nn
n>1
5. On pose a, = sin(+), alors
lim sin(ir)
n——+00 sin(%)
d’ou le rayon de convergence de la série Z sin (%) " est R=1.
n>1

= fim G o gy m1 g

An+1
n—4-00 Sin( ) n—4o0o 7

an

= lim
n—-400

S

1\ 701 1
Pour x =1 : sin ( ) ~, alors la série g sin (—) diverge.
n
n>2
Pour x = —1 : la série E sm 1 converge d’aprés le Théoreme d’Abel
n>2

(Théoreme 249).
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Ainsi le domaine de convergence de la série Z %x”, est D =[-1,1]

n>1
6.0n pose a, = ch(n)
lim [“£] = lim [90ED] = Jim 20D = i et
no—too @n no+too ch(n) n+too ch(n) notoo €'te™”
_ 1 el(ete”(Gntl)) . ete (Gt
= nl_l)f_’r_loo en(1+e—27) nl—lffoo 1+e—2n
Alors le rayon de convergence de la série E ch(n)z™ est R =1.
n>0
. —2n L, . n .
our x = = : lim =%— = 3, donc la série ch(n) (<) diverge.
P L. lim ¢ 1, donc 1 h(n)(1)" d
n—-+oo
n>1
. —2n + L, . n .
ur r = —- : lim =5—(-1)" = —3 don ri ch(n) (<) diverge.
Po L. Jim ¢ )" L donc la série h )" diverge
€ n—+oo 2 2 e
n>1

. . . L . —1)"
Ainsi le domaine de convergence de la série E %m”, est D = ] —%, % [
n>1

Solution de ’exercice 3.1.3.

1. E a,x" une série entiére de rayon de convergence R, si et seulement si, pour

n>0
tout x € R

si |z| < R, la série entiére E a,x" est convergente

n>0
et

si |z| > R, la série entiére g a,x"™ est divergente.
n>0

Alors,

si |22| < R(ie. |z| < V/R), la série entiére Zanx2" est convergente
n>0
et

si [#2] > R(i.e. |z| > V/R), la série entiére Zanm2" est divergente
n>0
d’otu le rayon de convergence de la série Z anz? est VR.
n>0
2.1. D’aprés 'Exesrcice 3.1.2, le rayon de convergence de la série Z lg—fx” est
n>1
1, ainsi on déduit que le rayon de convergence de la série Z lfL—Q"mZ” est 1 = 1.

n>1

2.2. En utilisant la démonstration par récurrencen, on peut monter que si

E a,x" est une série entiére de rayon de convergence R, alors la série g anxP™
n>0 n>0
est de rayon de convergence v/ R.
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D’aprés I’Exercice 3.1.2, le rayon de convergence de la série E chn x™ est %,
n>0

ainsi le rayon de convergence de la série E chn x®" est ?@
n>0

2.3. Daprés 'Exercice 3.1.2, le rayon de convergence de la série Z
n>0

n +”x est

3, ainsi le rayon de convergence de la série E 2 +" 2% est /3.
n>1

Solution de I’Exercice 3.1.4. Soit la suite de fonction (f,), telle que

1.411
fn (ZE) - (471)'
1. Calcul de rayon de convergence de la série Z ,x .on pose a, = @, alors
n>0
a . (4n)!
lim |~ = lim | L8N iy : =0,
n—+00 (A, n—-+o00 ﬁ n—-+o00 (4TL + 4) (47L + 3)(47’L + 2)(4n + 1)(471)'

d’ou le rayon de convergence de la série g ,x est R = 4o00.
n>0

Ainsi d’aprés ’Exercice précédent, le rayon de convergence de la série Z @x
n>0
est \4/}_% = +00.
2. Ona: cosz = Z ((_2711)), 22" et chx = Z ﬁx% alors
n>0 n>0
+oo
(-1,
cosx + chx = — "
x + chx Z 2n) x
n=0
3. Comme
= = 2k+1 ( 1 2k+1+1 k
=D "+1 _2n _ (D™ dk 22(2k+1
Z Gnp L = (4k + Z el 2k:+1 =
n=0 k= 0
_ 1Ak
oy an
k=0
Alors
i’f 1, cosz+chx
— =
(4k)! 2
k=0

Solution de I’Exercice 3.1.5.
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1
(n+1)
1

n(n—1)

1. Ona: lim

n—-+4oo

= 1, donc le rayon de convergence de la série Z ﬁx”
n>2
est R =1.

Comme —— = 1 — 1 donc
n(n—1) n—1 n’

k:(k:—l)x = e .

k=2 k=2 k=2
En passant quand n tend vers 'infini,on a

+o0 1 +o00 g

ZE$ ZZ;—ﬁz—ln(l—x)—x

n=2 n=1
et

Zn— x :xZ; =—zIn(l —x)

n=2 n=1
D’ou
+oo
Z ﬁm” =—zln(l—z)+In(l—2)+=x
n=2

=z+4 (1 —2)In(1 —z).
3(n+1)
2.0na: lim || =1, donc le rayon de convergence de la série Z f—&x”
e " n>0
est R =1.

pour x # 0, on a :

+o0 +o0 +o0o
3n .n _ n__ 2 1 . .n+2
”+2$ =3 ZJ? x2 Z n+2.fL'

n=0 n=0 n=0
+oo +o00

— n__ 2 "

=3|2 2" =% %
n=0 n=2

=
+00
Pourx:O:Zn?’—f2 "=0
D’ou "
sy |2+ 220) v e ]-1,0{U]0, +1]
0 siz=0
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Solution de ’exercice 3.1.6.

1. Calcul de rayon de covergence de la série Z mx" On pose a,, = 52—

(2n+1)!
n>0
nt1
n n . o ]- 1
lim a+1|: lim |22 = lim nt =0,
n—+too  ay, notoo | gt | note o (2n+ 3)(2n + 2)
donc R = +o0.
Alors d’aprés I’Exercice 3.1.3, le rayon de convergence de la série Z mﬁ”
n>0
est +00. Calcul de la somme de la série Z mx% sur R: on a
n>0
+00 +00 oo on oo
n on 1 2n+1-1 51 1 x 1 o
; 2n+ 11" T2 LZ; 2nr 1" | T2 ; (2n)! ; RS

Alors pour x # 0 :

—+o00 —+00 —+o00
2 : n__g2n 1 2 1 L 20+l
(2n+1)! 2 (2n)! x (2n+1)!

n=0 n=0 n=0
_ 1 sh(z)
= 5 (ch(z) — =)
m m
Siz= E xgn:E Lt =1 —1
- (2n)! < (2n+1)! m—+oo
n= n=
D’ou
h .
3 (ch(x) — = éx)) siz#0
S(x)
0 siz=0
L . 2 _
2. Calcul de rayon de convergence de la série E ”n,J(rf_"FQ)lx”. On pose a, =
n>0
n?+4n—1
l(n2) ,alors
(n+1)24+4(n+1)—1
llm Ap41 — ].im (n+1)!(n+3)
n%+oo| Gn | n—-+00 nj!(%lb;)l
s (n+1)2+4(n+1)-1  (n+2)
o nEIJPOO n2+4n—1 (n+1)(n+3) 0,
donc R = +o0.
, . L. 2 _
Alors d’aprés I’Exesrcice 3.1.3, le rayon de convergence de la série E n_tAn_1,.3n
’ nl(n+2)
n>0
, . 2 _
est +00. Calcul de la somme de la série E "n,J(rﬁQ)l 23" sur R. Pour x # 0, on a
n>0
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+oo +oo
n?4+4n—1_3n __ (n+2)2—-5 3n
ZO n!(n+2) = Zo n!(n+2) x
+o00 +oo +oo
= Z (n_11)!953n +2 Z %xgn =9 Z n!(7:+2) x?
n=1 n=0
—+o00 —+o00
_ .3 [CR 3)" _5 1 3
=2ty Z >
n=0 n=0
+oo
3 3
= 23" + 2% —5 Z mm:”".
n=0
Elt comme . .
1 3n __ n+l . .3n __ n—1,.3(n—2
me —me =) et
n=0 n=0 n=2
_ — 1 3(n—1-1) — (" 2’
=D Z
n= =2
donc pour z # 0 :
SR DT T I () R IR G
Zn'(n+2)x T8 nl b n!
n=0 n=1 ’ n=2 ’
1/ .5 1/ . 5 e’ (2 — 1) +1
() ) - (T
ainsi
X n?44n —1 e’ (z3 —1) +1
Z ‘ 3n — g3e® +2< 3—1)— 5 .
£~ nl(n+2) T
Siz=0
400 1 +oo 1
3n ’ NI 1 3n
=1 — 1,c’est-a-dire — " = 1.
nZ:O n! (TL + 2) m—+00 gﬂ n! (n + 2)
D’ou
e 3( 1)+x —z341 .
3x+2( —1)—5 )2 siz 0

1
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Chapitre 4

Séries de Fouries

Nous allons dans un premier temps introduire la notion de série de Fourier en partant
des développements en séris entiéres.

Le théoremes relatif aux projections orthogonales d’un espace préhilbertien sur
un sous-espace de dimension finie nous donnera une autre

présentation de cette notion de série de Fourie.
+oo
Si g a, e’ est une série entiere de rayon de convergence R>0 éventuellement
=0

n
infini, on peut définir, en notant f la somme de cette série entiére, pour

tout réel r € |0, R[ la fonction ¢, par:

+oo
n=0

La fonction f étant continue sur le disque ouvert D (O, R) = {2z € C / |z| < R} ,on

en déduit que, pour r fixé dans |0, R[, la fonction ¢, est continue sur tout R.

+00
Remarque 4.0.1 Avec |a,r"e™| = |a,| ™ pour tout réel x et Z lag, | ™ < o0,

n=0
+oo

on déduit que la série de fonctions g a,r"e™ est normalement convergente sur R,

n=0
ce qui permet de retrouver la continuité de o, avec celle des fonctions v —— e

pour tout entier naturel n.
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Remarque 4.0.2 Sip est un entier naturel non nul, on sait que la série dérivée :
Zn(n —1)---(n—p+1a,z""

+o00
a méme rayon de convergence que E a2, donc la série E n? |, | r" est

n=0

convergente pour tout réel r € 10, R|
: p n » _ e n—p 1 \P n inr| __
(puisque nP |a,| "~ rPu(n—1)---(n—p-=+1)|a,| r" P ) et avec |(in)P o, r"e™| =
+oo

n? |, | r™ pour tout entier naturel n et tout réel x, on déduit que la série de fonctions
g (in)Pa,,r"e™ est mormalement convergente sur R. Comme les fonctions

inT

T — e sont de classe C*° sur R.pour tout entier naturel n,

on en déduit que la fonction ¢, est aussi de classe C* sur R.De la 27r—périodicité
des fonctions x — €™ | on déduit que la fonction ¢, est périodique de

période 27, c’est-a-dire que :
Ve e R, g, (z+271) = ¢, ()
En utilisant les formules d’Euler :
Vn € N, "™ = cos (nx) + isin (nx)

on peut écrire que :

“+oo +oo
o, (t) = Z apr” cos (nx) +1i Z a,r" sin (nx)
n=0 n=0

+oo +oo
= Z a, " cos (nx) + 1 Z a, " sin (nx)
n=0 n=1

+oo +o0
chacune des séries de fonctions E a,r" cos (nx) et i g a,r" sin (nx) étant nor-
n=0 n=1

malement conver-
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gente sur R (le terme général est majoré par |, | r").

Un tel développement est appelé développement en série de Fourier de la fonction
br -

Nous allons étudier un peu plus loin, de fagon plus générale, cette notion de série
de Fourier.

Les coefficients «,, peuvent s’exprimer a I'aide de formules intégrales comme suit.

Théoréme 4.0.4 (Cauchy) Avec les notations qui précédent, on a :

1 2

Vn >0, a,r" = o, (t) e "dt

27 Jo

Démonstration. Avec la convergence normale sur R de la série de fonctions

peut écrire pour tout entier n > 0;

2T +0oo 2T
/ o, (t) e ™dt = Z ar” / k=t gy
0 0

k=0
= 2ma,r"

puisque:
2

. 0 si k#n
/ez(kn)tdt _ ?é

; 2 si k=n

On a en particulier:

1 2

fO) =a0=g [ ema

Remarque 4.0.3 Pourn > 1, on a:

27 +oo 27
/ o, (t)e™dt = Z apr” / ekt g —
0 —o 0
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et:

2 1
/ @, (t)cos(nt)dt = =
0 2
1

2

2m 2w
1 . .
/ @, (t)sin(nt)dt = 5/ o, () (emt _ eﬂnt> dt

0 0

1 [ A
= 5 o, (t) e "™ dt = ira,r"
2 J
Soit, pour n > 1 :
n 1 o —int 1 o
Ul = 5~ @, (t) e "dt = — ¢, (t) cos (nt) dt
2w Jo T Jo

et:
1 2m
o, = —/ o, (t) sin (nt) dt.
T Jo

Les coefficients

1 2
a, = apr’ = —/ o, (t)cos(nt)dt n>0
T Jo

1

27
by, = ida,r" = —/ @, (t)sin(nt)dt. n>1
T Jo

sont les coefficients de Fourier trigonométriques de ¢, et les coefficients:

1 2w

n = Q" = —— t) e "t dt €Z
=o' =g | e e (nez)

sont les coefficients de Fourier exponentiels de ¢,.
Nous utiliserons par la suite les coefficients trigonométriques un peu plus com-

modes pour les fonctions & valeurs réelles paires ou impaires.
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Exercise 4.0.7 Montrer que les seules fonctions développables en série entiére et
bornées sur C sont les fonctions constantes (théoréme de Liouville) .

+oo
Solution: On a f (2) = Z a, 2" pour tout z € C et il existe un réel M > Otel

n=0

que |f (2)| < M pour tout z € C.
En utilisation les notations qui précédent, on a pour tout réel » > 0 et tout entier

n>1:

— 2mrm " r—too

2T ) 2T ) M
/ o, (t) e_mtdt‘ < / |f(re")]dt < — —0
0 0

donc «,, = 0 pour tout n > 1 et f = ap.

Remarque 4.0.4 i) puisque f est 2mr— périodique, on peut changer l'intervalle

d’intégration en o, o + 2m| pour tout o € R.

ii) Si f est paire, alors pour tout n € N, b, = 0.
iii) Si f est impaire, alors pour tout n € N, a,, = 0.

Les théorémes fondamentaux

4.0.6 Le théoréme de Dirichlet

Soit f : R — C une fonction 2m— périodique et de classe ¢* par morceaux. Alors la
série de Fourier de fconverge simplement sur R. En chaque point = € R, la somme
de la série de Fourier de f est égale a la demi-somme des limites & gauche et & droite
de f. En particulier si f est continue au point x € R, alors la somme de la série de

Fourier de f au point = est égale a f(x)

4.0.7 Le théoréme de convergence normale

Soit f : R — C une fonction 2r—périodique, de classe ¢* parmorceaux, et continue
sur R. Alors la série de Fourier ('de f converge normalement sur R, et sa somme

est égale a f ..
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4.0.8 Egalité de Parseval

Théoréme 4.0.5 (Egalité de Parseval (1799)).pour tout fonction f € D, on a

Theorem 10 .
LA =D lel
Si f est a valeurs réelles, on a
1 1 2 2
0P =) =5 [ 1@ P o=l a0 P g D0 an 41 )
n=1

4.0.9 Exercices

Exercise 4.0.8 Soit f la fonction 2mw-périodique définie pour tout = € [—m, 7|

par

f() = {O si x € [—W,O[}

xsi xze (0]

1. Déterminer les coefficients de Fourier a,,(f) et b,(f) associé a f et donner la

série de Fourier associée a f.

2. En déduire les sommes

e £
— (2n + 1)2 — n?

Exercise 4.0.9 Soit f la fonction 2m-périodique définie pour tout = € [—7, 7]

par f(z) =z

1. Déterminer les coefficients de Fourier a,,(f) et b,(f) associé a f et donner la

série de Fourier associée & f.
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SIS

).

2. Soit n € N, déterminer sin (n

3. En déduire les sommes

“+o00 (_1)n “+oo 1
2 @ny12 @ 2z
0 n=1

n=

Exercise 4.0.10 Soit f la fonction 2m-périodique définie pour tout x € [—m, 7]

par f(z) = 2%
1. Déterminer la série de Fourier associée a f .

2. En déduire les sommes

+00 n ~+00
(=1)

Ly

n=0 n=1

Exercise 4.0.11 Soit f la fonction 2m-périodique définie pour tout x € [—7, ]

par f(z) =[x |.

1. Déterminer les coefficients de Fourier a,,(f) et b,(f) associé a f et donner la

série de Fourier associée a f.

2. En déduire les sommes

+o00

Z 2n—|— )2 an’nz 2n+1 Z

Exercise 4.0.12 Soit f la fonction 2m-périodique définie pour tout x € [—m, ]

par

{xsinx six € [0,7?]}

0 siz e [—m0[

1. Déterminer les coefficients de Fourier ago(f) , a1(f) et bi(f) associé a f .
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2. Déterminer, pour tout n > 2, a,(f) et b,(f) associé & f et donner la série de

Fourier associée a f.

+00

, . —1)n+1
3. En déduire la somme (ng)ﬂ )

n=2
Exercise 4.0.13 Soit f la fonction 2m-périodique définie pour tout x € [—m, ]

par f(z) =| sin(z) | .

1. Déterminer la série de Fourier associée a f.

+00
2
2. En déduire que pour tout z € R : | sin(x) |= %Z SZ;Q(ff).
n=1
Exercices suplémentaires:

Exercise 4.0.14 Soit f la fonction paire, 2w périodique définie par

f<x>—{0% ey

st x €]l

a) Déterminer la série de Fourier associée a f.

+oo +o0
b) Montrer que Z % = Z Sm:#
n=1 n=1
too
c) Calculer la somme Z %
n=1

Solution des exercices:
e Solution de ’exercice 4.0.8.

1. La fonction f n’est ni paire, ni impaire, alors les coefficients de Fourier sont:

™

ag(f)—%/f(z)dx—% xdxr =
- 0

T
T
Soit n € N*,
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s

a, (f) = %/ﬁf(x)cos(nx)dx:%/mcos(nx)dx

_ 1 <1xsin (nx)]g) _ L / sin (n) dr = —— [ in (nz) da

™AN nm nm

d’ou
asp (f) = 0 pour p # 0
et
2
a =
2p+1 (f) (2]9 + 1)2 T

by (f) = %/ﬂf(:v)sin(m:)d:c:%/ﬂxsin(n:v)dx

0
1/ 1 1 1
= - (—Ex cos (n:v)]S) + E/cos (nx)dx = i (x cos (nx)]})
0
B (_1)n+1
— .
La série de Fourier associée a f est donc
™ -1)" —1 —1)"t
F(f)(x):z—i—Z(%cos(nx)—l—( 73 sm(na:)).
n>1

2.La fonction f étant de classe C! par morceaux et 2r—périodique, alors d’aprés

le Théoréeme de Lejeune Dirichlet (Théoréme 4.0.6), on a en particulier en tout point

x ou f est continue
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n

+oo 1\ _1\ntl
f(z) = % + Z ((22—#1 cos (nx) + (=) sin (m:)) :

La fonction f est continue en 0, alors

+oo n

(-1)" -1

0 — f(O):er =) ==
4 ; n2mw

+o00
T 2 1
4 n,; (2n + 1)*
d’ou
~(2n+1)° 8
comme
—+o00 —+o00 —+oo
1 1 1
- — - + -
£ n? ; (2n)° 2 (2n +1)°
+o00o “+o0o
1 1
— RS _|_ S —
; 4n? ; (2n +1)°
alors on a
31 X1
b il —,
4 ; n? ; (2n+1)
d’ou

Solution de I’exercice 4.0.9.

1.
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aop ( 27r/f /xd:v—()

Soit n € N*,

/f cos (nx) 1/xcos( x)dr =0,

car la fonction x — x cos (nz) est impaire.

b (f) — /f sin (nz) 2/x81n(nx)dx

0

_ 3<_lxcos( 2); >+i/ﬂcos(nx)dx:2(_—1)n+l.

™ n nm n

La série de Fourier associée & f est donc

n+1
=2 Z sin (nx) .
n>1
2. Soit n € N, alors
T 0 sin=2p
sin (n§) =

(1) sin=2p+1

3. f est C' par morceaux et continue sur[—m, 7| donc d’aprés le Théoréme de
Lejeune Dirichlet, la série de Fourier de f converge simplement vers f sur [—m, 7[;

d’ou pour tout z € [—m, 7[, on a

n+1

_22 ) sin (nx) .

En particulier pour z = 7, on a:
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par sulte, on a

En utilisant 1’égalité de Parceval, on a

14 1 [,
Z = = = d
2 1n2 2w oo

ainsi
+oo 1 2
= n2 6
Solution de ’exercice 4.0.10.

1. Comme f est paire, alors pour tout n € N, b, (f) = 0.

ao(f)—%/ﬂf(x)dx—%/ﬂf(x)dx—%/ﬂfdx—ﬂ;.
o 0 0

Soit n € N*,

a, (f) = %/f(a:) cos (nz) dr = %/f cos (nz) dr = %/xg cos (nz) dz,

car la fonction z — 22 cos (nx) est paire.

En utilisant I'intégral par partie deux fois, on trouve
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Qn (f) = ?7/2
La série de Fourier associée a f est donc
P ="+ 43 C con ()
)= — cos (nx) .
3 n>1 TL2

2. f est C! par morceaux et continue sur R donc d’aprés le Théoréme de Lejeune
Dirichlet, la série de Fourier de f converge simplement vers f sur R.

Donc en tout point = ou la fonction f est continue, on a:

2 +o0o n
f(z) = % 42 ( 12 cos (nx)
n=1

2 +o0 n
™ (1)
0)=0= 4
f( ) 3 nz; n2 ’
d’ou
+o00 (_1>n B 7'(2
n2 12
n=1
De méme pour x = m, on a:
2 +o0 n 2 +oo
.2 ™ (_1) n 7T 1
flx)=m =3 4; — (-1) 2 4;@
d’ou
— n? 6

En utilisant 1’égalité de Parceval, on a:

vy 1 v 4
rtde = —/:c4d:13 -

—7 0

1 X161

2 n2  2r
n=1

3
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ainsi
—+o00
1 d

= .
—n 90
Solution de I’exercice 4.0.11.

1. Comme f est paire, alors pour tout n € N*, b, (f) = 0.

- - -
ag(f):%/f(w)d:v:%/]x\dm:;/xdx:
o Zr 0

Soit n € N*,

B

™

a, (f) = %/f(w)cos(mc)dw: %/|x|cos(na:)dx: %/wcos(m:)dx,

0

car la fonction x +— |z cos (nx) est paire. D’ou

2 (1 2 | 2 [
§ 2 (1 2 [ dr — 2 [ J
an (f) - <nx sin (nx)]o) — /sm (nx) dz — [ sin (nx) dx
0 0
P 1 .
= (cos (nx)]g) = i ((=1)" =1),
ainsi pour tout p € N* as, (f) = 0 et pour tout p € N,agy1 (f) = — (2pf1)27r‘

La série de Fourier associée & f est donc

F(f)(z) =

ol 3

4 1
_;gomcos((%z—i-l)x).

2. La fonction f est C'! par morceaux et continue sur R donc d’aprés le Théoréme
de Lejeune Dirichlet, la série de Fourier de f converge simplement vers f sur [—m, 7[;

d’ou pour tout x € [—m, [, on a
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4 “+00
f(z) = —g—;zo o1 2cos((2n+1)

En particulier pour x = 0, on a:

F0)=0 :g__z (2n + 1)

soit

+oo

P
~ (2n+1)> 8

D’apres les Exercices précédents on a

31 X1
Z;ﬁzgewﬂ)?’

d’ou

En utilisant 1’égalité de Parceval, on a

2 116X 1 1 [, 72
— 4 = —g = [ dr =,
4 2 7r2 — (2n+1) 2m 3
donc
+oo 1 7T4
2 2n+1)* 96
Comme
—+oco 1 —+o00 1 —+oco “+o0
— nA - - (2n)4 Z (2n +1 - Z 16n4 Z
alors on a

117



R 1 X 1
16;n4_;(2n+1)4’

d’ol
nt 90
n=1

Solution de ’exercice 4.0.12.

1. En utilisant 'intégration par partie, on a

ao(f):%/f(x)dx:% a:sin(x)dx:%.
- 0

™

o (f) = %/ﬂf(m)cos(x)dx—%/xsin(m)cos(x)dx

0

17 1
= %/azsin(Qx)da::—Z,
0

et

b (f) = l/wf(x)sin(a:)d:c:;/ﬂxsinz(:c)dx
- %/ﬂx(l—cos@x))da::z

0

2. Pourn > 2, on a
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an (f) = % ] £ () cos (nz) dz — % ] zsin (z) cos (ng) da

_ % [wsin ((n+ 1) @) + zsin (1 — ) 2)] do
= % (/;Esin((n+1):v)dx/wsin((ln)m)d:ﬂ) ,

en utilisant 'intégration par partie, on trouve

n -+ n—

w0 = g (o (- eos (s 0o+ eos(n- ) )

™

—%/ (—nilcos((n—irl)x)—l— nil cos ((n — 1)$)>d~’5,

0

J/

-

=0

donc

)= <<—1>" e )_(—1)” _ (=

n—1 n+1 n?+1 241

™

b (f) = % j £ () sin (nz) dz — % / 2sin (2) sin (nz) dz

0

= %/[a:cos((l—n)x)—$COS((”+1)x)]dif

™ ™

- = (/mcos((n1)x)dx/xcos((n+l)x)dm) ,

0 0

en utilisant 'intégration par partie, on trouve
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donc

bo(f) = _i(<_n_11)2cos((1—n)x)+ ! QCOS((n—I—l)m))]g)

(n+1)

(
N O O G ) G ) S SRR
) 2#(( =17 1 1y 0%+WJ)’

2n ((—1)"" - 1)
m(n?—12)

d’ou

bn(f):

La série de Fourier associée a f est donc

F(f)(x) = ao(f)+a1(f)cos(x)+ by (f)sin( —I—Z an, (f) cos (nz) + by, (f)sin (nx))

11 T 1y 2n (=" -1)
= 5= 08 () + 7 5in (x) + Z ( T ¢os (nx) + 2 =19 sin (n:z:)) :

3. D’aprés le Théoréme de Le jeune Dirichlet, appliqué au point x = 0, on a

+o0 ( 1)7’L+1 +oo TL+1 1

1 —
Z+Z n2 +1 Z S

n=2

1
J0)=0=3
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