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���� ����	 
�� �,a b 
 ����� ������� ��� ��� :a b<  ��a b=  ��a b>  . !�"#a b≤ 

 $�%�&� '� (&	a b=  ��a b<  )��*a b≥   +�,a b=  ��a b>  .  
������	 � �����  

( )1  '�* �-
a b>   './a c b c± > ±  

( )2  '�* �-
a b>  �c d>   './a c b d+ > +  

( )3  '�* �-
0a b> >  �0c d> >   './ac bd>  

( )4  '�* �-
0ab > �a b>   './1 1

a b
<  

( )5  '�* �-
0ab < �a b>   './1 1

a b
>  

 $&0�� :Examples 

( )1  �"��,a b  9�: ������ ����	a b>  '� ;<=�
2

a b
a b

+
> >. 

( )1S  '� �>a b>  './a a a b b b+ > + > +  . �-
2 2a a b b> + >  (&	 $?@���A�2  BC#

DE&F?&�.  

( )2 '�* �-
, , ,a b c d  � $����� ���	�a b c d> > > $������ ���	�� �� G*� �?H�� ���:  
( )( ), ( )( ), ( )( )x a b c d y a c b d z a d b c= + + = + + = + +  

( )2S���<�&� $<I�JK� LM�CN� O��P�I�A:  

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) 0

y x ab cb ad cd ac bc ad bd

d c b a c b d a c b

− = + + + − + + +

= − − − = − − >
  

 �-
y x>  . '� ;<0# B0K�Az y>  Q����A�z y x> >. 

( )3�-
 #�* ;, , ,a b c d  9�: $����� ���	�2 2 2 2 4a b c d+ + + =  '� ;<=R/
3 3 3 3 8a b c d+ + + ≤.  

( )3S STU�� ��2 2 2 2 4a b c d+ + + =  '� V�J�@#2 4a ≤  Q����A�2a ≤ . �-
2( 2) 0a a − ≤ 

 WJ��3 22a a≤  . B0K�A3 2 3 2 3 22 , 2 , 2b b c c d d≤ ≤ ≤  . X?Y�A  
3 3 3 3 2 2 2 22 2 2 2 8a b c d a b c d+ + + ≤ + + + =  

 ��Z�[Exercises   

( )A  '�* �-
a c

b d
≤  9��, 0b d ≠ / '� ;<=Ra b c d

b d

+ +
≤ ����� 
��@��� '��  �-
 \�/� �-
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'�*ad bc=.  

( )B  '�* �-
a c

b d
≤  9��, 0b d >  '� ;<=�a a c c

b b d d

+
≤ ≤
+

   �-
 ����� 
��@��� '�� \�/ �-
�

ad bc=.  

( )C  �"��, 0a b > �<]E� ������ ����	 ^ '� ;<=�  

1 1 1

a b a b

a b a b

+
< +

+ + + +
  

( )D  �"��, , ,a b c d $<]E� $����� ���	�  .'� ;<=� 

1 2
a b c d

d a b a b c b c d c d a
< + + + <
+ + + + + + + +

 

( )E  �"��, ,a b c  9�� $���_�� `M�� 9&0� a�Eb�c T,E�� aEb . '� ;<=�k k ka b c+ <  9��2k > 

c��d ��	.  

( )F =�  '� ;<6 42 2x x x+ ≥ +  e���� ��	 B"�x. 

( )G  9&0� �J���ABC  W��Eb�, ,a b c. a�EbRA 9&0� ��E", �"f W#� ;<=�, ,a b c . g"��� B�

hc��d.  

( )H  9&0� �J���ABC  W��Eb�, ,a b c. a�EbRA 9&0� ��E", �"f '� ;<=�1 1 1
, ,

a b b c c a+ + +
.  
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 ��������	 �����)�(  

��������� �	 
���
������ ��� 

��� �	 �!"��	 Ab���
t� V��
�  

iT�,  e���j� ���&� $�&FK� $?����a e&� �?*  

if 0
| |

if 0

a a
a

a a

 ≥= 
− <

  

  �0?/2 2| 32 | 32, | 32 | 32, | 2 5 | 5 2, | |x x= − = − = − − =.  

 ����� ��� �	 �!"��	  

)l( | | | |a a= −  

)n( 2| |a a= 

)o( | | 0a ≥ �| |a a± ≤ 

)p( | | | |a a a− ≤ ≤  

)q( | | | || |ab a b=  

)r( | |

| |

a a

b b
=   9��0b ≠ 

)s( | |a b≤  \�/ �-
� �-
b a b− ≤ ≤  . B0K�A| |a b<  \�/ �-
� �-
b a b− < <  .  

)t( | |a b≥  \�/ �-
� �-
a b a b≥ ∨ ≤−  .B0K�A| |a b>  \�/ �-
� �-
a b a b> ∨ <−   .  

�"#�#�	 �������	 T����g�� 
���
���ty  

 ������ ����	 
�,a b './ | | | | | |a b a b+ ≤ +  

 '�* \�/ �-
� �-
 ����� 
��@����0ab ≥ . ���J	 
�, 0a b ≥  ��, 0a b ≤ .  ��� $J��<�K� (?@, $J��<�K�

 $�0&0K�T����g�� 
���
���ty.  
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'��G��:  �&FK� $?���� LM�Cu �� $  

| |

| |

a a

b b

± ≤

± ≤
  

 �J��� X?Y�A( ) | | | |a b a b± + ≤ +  . �-
| | | | | |a b a b+ ≤ +.  

��$"%&��	 ���&'  

 $J��<�K� G��,2 0x ≥  e���� ��	 
� $���dx  . )���/v Z���� $����� ���	� ���AT� wE?x? !��I y

�?M��  .#�* �-
 �Tu� $z&A; 
1 2
, , ,

n
x x x… ���	�{�  './ $�����  

2 2 2

1 2
0 (*)

n
x x x+ + + ≥�  

�� ���<, $��	 $�d �� ������ | $����� ��� O�P�@,  . �"�� �-
 B�J# 9��� �Tu� ��J��<�� }
 ~�F�K� $J��<�K

 B"U�� (&	 $J��<�K BC# �� $�/�"�2 0x ≥  B"U�� ��(*).  

$&0�� Ex�m����  

( )1  $�0&0K� $J��<�K� �	 $��� B�, % ���� $������ $J��<�K� $�d ;<=�  

| | | |a b a b− ≤ −  

( )1S  !�*�( )a a b b= − +  $�0&0K� $J��<�K� �<b�  

| | | ( ) | | | | |a a b b a b b= − + ≤ − +  

 '� �� Tu�� iTF&� B�JA| | | | | |a b a b− ≤ −  . �A B��<���A,a b  '� �� ~yu�� $J��<�K� ��� |  

| | | | | | | |a b b a a b− ≤ − = −  

'-
^  ( )| | | | | |b a a b± − ≤ −  .� 
� '| | | |a b a b− ≤ −.  

( )2  $���&� $?�� Tzd� �]��( ) | | | 1 | | 2 |f x x x x= + + + +. 

( )2S  '� �>| | | |x x= − �J��� $�0&0K� $J��<�K� ��  

| | | 2 | | | | 2 | | 2 | 2x x x x x x+ + = − + + ≥ − + + =  
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 �-
( ) | 1 | | | | 2 | | 1 | 2 2f x x x x x= + + + + ≥ + + ≥  . $?���� �&<, $����� '� ��%2 /?�0 

	��J �1x = −  './( 1) 2f − =.  

( )3  �"��, ,a b c$����� ���	�  . '� ;<=�2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + +  �-
 ����� 
��@��� '� �A�

 \�/ �-
�a b c= =.  

( )3S  | DT���A2  �J� V�J�2 2 22 2 2 2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + +  .Q����* ���j� !�,T, �	�:  

2 2 2 2 2 22 2 2 0a b ab b c bc c a ca+ − + + − + + − ≥  

 '� 
�2 2 2( ) ( ) ( ) 0a b b c c a− + − + − ≥  $����� ���	� 
� $����� $J��<�� e��, ,a b c  . 
��@���

 \�/ �-
� �-
 �����2 2 2( ) ( ) ( ) 0a b b c c a− = − = − =  \�/ �-
� �-
 �"� ����a b c= =.  

��Z�[ Ex��c����   

( )A  ������ ����	 
�,a b  '� ;<=�| | | | | |a b a b+ = +  '�* \�/ �-
� �-
0ab ≥ . '� 
�

 \�/ �-
� �-
 ����� $�0&0K� $J��<�K� | 
��@���, 0a b ≥  ��, 0a b ≤ .  

( )B $�0&0K� $J��<�?&� Q���� `�?���� ;<=�  . ;#�* �-

1 2
, , ,

n
a a a…  './ $����� ���	�  

1 2 1 2n n
a a a a a a+ + + ≤ + + +… …  

( )C  �"��, 0a b > '� ;<=� ������ ����	 

2

(1 / ) (1 / )
ab

a b
≤

+
  

( )D  ������ ����	 
�,a b  '� ;<=�  

( )i   | | | || |ab a b=              .( )ii | |

| |

a a

b b
=  9��0b ≠.  

 

( )E  $������ $J��<�K� $�d ;<=�2 2 2 2( 3) ( 5) ( 9) ( 11) 200y y y y− + − + + + + ≥.  

( )F �"��, , ,a b c d  9�: $����� ���	�a b c d< < <  $����� iT�J��f e&� �?*  

2 2 2 2( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( )f a b c d a b b c c d d a= − + − + − + −  

 '� ;<=�( , , , ) ( , , , ) ( , , , )f a c b d f a b c d f a b d c> >  .  
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( )G �"��, ,a b c ���	�{� $�����.  '� ;<=�  

2 2 4 4 3 3 2

2 2 4 4 3 3 2

( )( ) ( )

( )( ) ( )

a b a b a b

a b a b a b

− − ≤ −

+ + ≥ +
  

( )H  '� ;<=�2 2( 2) ( 2) 6( )x y x y x y+ + + + ≥ + 
��@��� ����� �� ����.  

( )I ;#�* �-
 
1 2 1 2n n
x x x x x x+ + + = + + +… …  './

1 2
, , , 0

n
x x x ≥…  

( )J  '�* �-

1 2 1 2

,x x y y≥ ≥ ^/!�,T��� ~��	
 $J��<�� �� $d�N� $��j� ;<=R:  

1 1 2 2 1 2 2 1
x y x y x y x y+ ≥ +  

( )K  �"��, 0x y >.  '� ;<=�
2 2x y

x y
y x
+ ≥ + .  
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������� (�)*	 +,-�	– /,��0	 +,-�	   

A��thm�t�c M���-G��m�t��c M��� 
���
���ty ���  

 ;#�* �-

1 2
, , , 0

n
a a a >… './ $<]E� $����� ���	�  ��@j� \IE��AM � �H�� Bd�� E� ���	�� ��

��E@�� ����	 (&	  .�� ��� DT� Bd�j �EJ�� Z�Y� �_�Z� eI�J�� \IE�� (?@� ���	GM  . �-
  

1 2

1 2
,

n
n

n

a a a
AM GM a a a

n

+ + +
= =

�

�  

 (�)*	 +,-�	 �������– /,��0	 +,-�	  

 ;#�* �-

1 2
, , , 0

n
a a a >… './ $����� ���	�   

1 2

1 2

n
n

n

a a a
a a a

n

+ + +
≥

�

�  

 '�* �-
 \�/� �-
 
��@��� ������
1 2 n
a a a= =…=.  

 ���J	2n =  $d�N� $��j� (&	 BC�
2

a b
ab

+
≥  $J��<�K� TUJA �H�J�TA �"f�( )

2

0a b− ≥  .

 �J&�] �-
1
,a x b

x
= = !]EK� ����� �A $����� �<, ��� $J��<�K� (&	 BC� x  WAE&���1

x
.   

1
2x

x
+ ≥  

/,��0	 +,-�	 �������1  /�2	-��	 +,-�	  

 ;#�* �-

1 2
, , , 0

n
a a a >…  './ $����� ���	�  

1 2

1 2

1 1 1
n

n

n

n
a a a

a a a

≤

+ + +

�

�

  

 '�* �-
 \�/� �-
 
��@��� ������
1 2 n
a a a= =…= . _�T��A $J��<�K� ��� _�T#GM HM−  

'��G�� : $J��<�� ��AM GM−  �J���  

1 2

1 2 1 2

1 1 1

1 1 1 1n
n

n
n n

a a a

n a a a a a a

+ + +

≥ =

�

�

�

  

'-
  
1 2

1 2

1 1 1
n

n

n

n
a a a

a a a

≥

+ + +

�

�

.  
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 \�/ �-
� �-
 ����� 
��@���
1 2

1 1 1

n
a a a
= = =�^ �� ���� \�/ �-
� �-
 ���

1 2 n
a a a= =…=.  

$������ $�����A $=�0�� S�I��� \<,T,  
  

1 2

1 2

1 2

1 1 1

n
n

n

n

a a a n
a a a

n

a a a

+ + +
≥ ≥

+ + +

�

�

�

  

 $&0��Ex�m���� 

( )1 $J��<�� O��P�I�AAM-GM  ��J��<�� $Y��� | ~���� ��J��<�� ~�	 (&	 BC��HJ� G*�  ��0�� �_Y� O��JI

���Z�?��� | $�I�I�� ��J��<�K� ��� �:  

( )i ;#�* �-
,a b  './ $����� ���	�2 2 2a b ab+ ≥  

( )ii ;#�* �-
, ,a b c  './ $����� ���	�2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + +. 

( )iii ;#�* �-
, 0a b >  './
2

2

a b
ab

 +   ≥   
. 

( )iv ;#�* �-
, ,a b c  './ $����� ���	�( )( )( ) 8a b b c c a abc+ + + ≥. 

( )v B"�
1 2
, , , 0

n
a a a >…  './

2

1 2

1 2

1 1 1
( )

n

n

a a a n
a a a

  + + + + + + ≥  
� �.  

( )1S  

( )i O��P�I�AAM-GM  :2 2 2 22 2 | | 2a b a b ab ab+ ≥ = ≥  

( )ii�� iTF�� !�*�$��TFA T@� $�A�@�� ~T���� $J��<�� �<b� �Tu�: 

2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2

a b b c c a
a b c ab bc ca

+ + +
+ + = + + ≥ + +  

�Tu� $��Tb : | T@��� iTF�� DT�A2  $�T/ $J��<��  O��P�I��l.(  
  

2 2 2 2 2 2 2 2 22( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 2a b c a b b c b a ab bc ca+ + = + + + + + ≥ + +  
  

 (&	 $?@���A2  '� ��2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + +.  
 

( )iii $J��<�?&� X�AT, �EI ;@��AM-GM ����	 $��� |. 

( )ivI��� (&	 �E� B* B���J  $FI�EAAM-GM �%�j� ��A | W��P�@# )��", ���� . 
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2 , 2 , 2a b ab b c bc c a ca+ ≥ + ≥ + ≥  

��J��<�K� ��� DT�A:  
2 2 2( )( )( ) 2 2 2 8 8a b b c c a ab bc ca a b c abc+ + + ≥ ⋅ ⋅ = =  

  

( )2  ;#�* �-
, 0a b >  9�:1a b+ =  '� ;<=�
2 2 1

1 1 3

a b

a b
+ ≥

+ +
.  

( )2S  �<F# � !I�J� B"U� $�R@K� B�J� $�GY� ���&?��� ��A O��P�I�AAM-HM.  

\�@<��� (&	 �	�@� B"UA $J��<�K� | \@<�� !�"# :  
2 2(2 1) (2 1)( 1) ( 1) 1

1 1 3

a b

a

a b

b

− + ++
+ ≥

+ +

−+  

-
' ^11 1
1

2 2

3

1

1

1
a b

a b

a b
+ − + +

+
− ≥

+ +

+  Q����A�

2( 1) 1 2 1
3

1 1

(

3

1) 1a b

a b

+ − + −
− − ≥

+ +
.  

 STU�� �J��P�I� �J�1a b+ =  . �J� V�J� �Tu� ~T� \�@<���A  
1

1
1 1 3

1 1

a b
− + − ≥

+ +
  WJ��

1

1

1 3

1 4

a b
+ ≥

+ +
^  O��P�I�A $���d ����AM-HM  9��  

4

1 1 ( 1) ( 1) 3

1 1 4

a b a b
+ ≥ =

+ + + + +
  

  

( )3  �"��n !]E� c��d ��	  ^ '� ;<=�1 3 5 (2 1) nn n⋅ ⋅ − <�.  

( )3S �uRA  ��<F,� �/TF&� �EJ�� Z�Y�AM-GM :  

1 3 2 1
1 3 5 (2 1)n

n
n

n

+ + + −
⋅ ⋅ − <

�

�  

 �J<�* �J�< ��� g≤ $�&�� ���	�� 'E"� )�-� . wE?��1 3 2 1n+ + + −�  $&@&@�� �	 ~Z�<	

$�A�@�  a��� ����
1
1a =  �HI�I��2  yu� �����( 1) 1 2( 1)

n
a a n d n= + − = + −  eH/

 �� $#E"�n  �H	E?� )���� ��21

2
n

a a
n n
+

=  .'-
   

2

1 3 5 (2 1)n
n

n n
n

⋅ ⋅ − < =�  

( )4  ;#�* �-
, , 0a b c >   '� ;<=�
22 2222a b c

a b c
a b b c

a

a

c

c

b
+ + ≥ + +

+ + +

+ + +.  

( )4S  O��P�I�AAM-GM  �J���  



  

 

 ��������	 )� .
�����	 �	 ���(     �� 

 

2 22 2 22 2 22) ( ) 22( ( )b b ba a b ab aa a b+ = + + + ≥ + + = +  

 (&	 $?@���Aa b+  �J� V�J�
22

2

b aa

a b

b

+

+ +
≥  . '� �� $&=�� $��TFA

22

2

c bb

b c

c

+

+ +
≥  �

22

2

a cc

c a

a

+

+ +
≥  .DE&F?&� BC# ��0�� ��J��<�K� ��� X?�.  

22 22 22

2 2 2

a b c

a b b c c

b c a a b b c c a
a b

a
c+ +

+ +

+ + + + + +
≥ + + = + +

+
  

  

( )5  ;<@# $J��<��N��b�tt'� 
���
���ty : ���A�@� | $�Z���K� ��J��<�K� �� ;@�� ��� �� `vT�� (&	

 �TzC�� ��J��<�K� TH�� �� G��, �"�� ���<K����\@<K� �H&"UA ���[.  
 '�* �-
, , 0a b c >  './  

3

2

a b c

b c c a a b
+ + ≥

+ + +
  

 ( )5S Tb ���
 �J� O��JIM� |� Bj� �$���� X���E� �M�Tb ���JJI �Tu� B�&� . B�]�

a b c
S

b c c a a b
= + +
+ + +

  iT	 �,A B e&� �?*:  

,
c a b b c a

A B
b c c a a b b c c a a b

= + + = + +
+ + + + + +

  

  
 '� c���3A B+ =  .'��  

  

33 3
a b b c c a a b b c c a

A S
b c c a a b b c c a a b

+ + + + + +
+ = + + ≥ ⋅ ⋅ =

+ + + + + +
  

  

 B0K�A3B S+ ≥  .  �-
( ) ( ) 6A S B S+ + + ≥   '� 
�( ) 2 6A B S+ + ≥  WJ��3

2
S ≥.  

 ��Z�[Ex��c����  
 �� BM�@K� |( )A  }
( )G �_Y� O��# G*� ��J��<�� $Y��� | ~���K� �TzC�� ��J��<�K� �� ��0�� .  

( )A  ;#�* �-
,a b  './ $����� ���	�2 2 1a b ab a b+ + ≥ + +. 

( )B 
�, , 0a b c >  './ab bc ca a bc b ca c ab+ + ≥ + +. 

( )C  ;#�* �-
, , 0a b c >  $����� ���	� './ab bc ca
a b c

c a b
+ + ≥ + +. 

( )D ;#�* �-
 , ,a b c  $����� ���	� './2 2 2 23( ) ( ) 3( )a b c a b c ab bc ca+ + ≥ + + ≥ + +. 

( )E  ;#�* �-
, , , 0a b c d >  $����� ���	�'./
4 2

a b c d ab cd+ + + +
≥. 



  

 

 ��������	 )� .
�����	 �	 ���(     �� 

 

( )F  ;#�* �-
, ,a b c  './ $����� ���	�4 4 4 ( )a b c abc a b c+ + ≥ + +. 

( )G  ;#�* �-
, 0a b >  './3 3 ( )a b ab a b+ ≥ +  

( )H  �"��, , , 0a b c d >  '� ;<=�4
a b c d

b c d a
+ + + ≥.  $x��J�� `?	. 

( )I  ;#�* �-
, , 0, (1 )(1 )(1 ) 8a b c a b c> + + + =  '� ;<=�1abc ≤  '��3a b c+ + ≥. 

( )J  �"��, , 0a b c >  '� ;<=�2 2 2ab bc ca
a b c

a b b c c a
+ + ≤ + +

+ + +
.  

( )K  ;#�* �-
, , 0a b c >  '� ;<=�2 2 2 3 3 32( )( ) 15a b c a b c a b c abc+ + + + ≥ + + +.  

( )L  ;#�* �-
, , 0a b c >  9�:1a b c+ + = '� ;<=� 1 1 1
1 1 1 64

a b c

         + + + ≥             
.  

( )M  '�* �-
, , 0a b c >    './
8 8 8

3 3 3

1 1 1a b c

a b ca b c

+ +
≥ + +  

( )N  �"��, , 0a b c >  .  ;<@# $J��<�K Tu� '��TA O��3

2

a b c

b c c a a b
+ + ≥

+ + +
 .  

( )O  '�* �-
, , 0a b c >  '� ;<=�0
a b b c c d d a

b c c d d a a b

− − − −
+ + + ≥

+ + + +
.  
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/3-4 �������1 567	-3  
C�
chy - Schw��z 
���
���ty 

 ;#�* �-

1 2
, , ,

n
a a a…  �

1 2
, , ,

n
b b b… ���	�{� $����� './  

2

2 2

1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

     

    ≤        
∑ ∑ ∑  

 e���� ��	 �]� �-
 \�/� �-
 ����� 
��@���c  9�:
i i
a cb= B"� 1 i n≤ ≤ .   

  
K� ���<�� (?@, $J��<�e�E* $J���_,Z�E� Cauchy-Schwarz inequality  .���� �#B"U��A $J��<�K� !�"# 
Q����  

  

2 2

1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

≤∑ ∑ ∑  

���H[E��, $ T�t
 L�mm� : ;#�* �-
, ,a b c  � $����� ���	�, , 0x y z > './  

2 2 2 2( )a b c a b c

x y z x y z

+ +
≤ + +

+ +
  

��j� ���* $J��<�� �� T��<� V,�# $�� e�E_,Z�E�  ��T]
� !I�J� Z���u�A )�-�$�GY� ���&?��� ��A   . ��%

 $���<��  

( )
2

2 a b c
a b c x y z

x y z

  + + = + +    
  

 B�]�
1 2 3

, , ( , , )
a b c

a a a
x y z

   =   
  �( ) 1 2 3

, , ( , , )x y z b b b= e�E* $J��<�� �<b ��_,Z�E�   

( ) ( )
2

2 2 2
2 a b c a b c

a b c x y z x y z
x y zx y z

     + + = + + ≤ + + + +       
  

 $?@���A DE&F?&� BC#
2 2 2 2( )a b c a b c

x y z x y z

+ +
≤ + +

+ +
.  

� Z�Ej� ��� `�?�, �"f�n ���	�� �� . ;#�* �-./
1 2
, , ,

n
a a a…  �

1 2
, , , 0

n
x x x >… './  
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2 2 2 2

1 2

1 2 1 2

1 2
( )

n n

n n

a a a

x x x x x

a a

x

a
≤ + +

+ +
+

+ +

+

+

…

�

�

  

 $&0��Ex�m���� 

( )1  '�* �-
, , ,a b c d  9�: $����� ���	�2 2 2 2a b c d ab bc cd da+ + + = + + +  '� ;<=�  
a b c d= = =.  

( )1S  e�E* $J��<�� ��_,Z�E� 2 2 2 2ab bc cd da a b c d+ + + ≤ + + +  ���F�K� �� 
��@����

�����  . e���� ��	 �]E� �-
k  9�:, , ,a kb b kc c kd d ka= = = =  Q����A�4 1k =  WJ��

1k = ±.    T���1k = −  }
 
�¡�a b= −  Q����A�2 0ab b= − <  . Q����A� ���j� $��A B0K�A�
2 2 2 2 0a b c d+ + + < B���@� ����  ^ �-
1k = . �-
a b c d= = =.  

( )2  $����� ���	� 
�, ,a b c  '� ��TA Z��d� ;@��
2 2 2

2 2 2

a b c a b c

b c ab c a
+ + ≥ + +.  

( )2S e�E* $J��<�� O��P�I�A�_,Z�E� `M�� B"UA W�A��* ��A �f�� iTF�� �� ��<#�:  

� � � � � �
1 31 2 2 3

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

b aa a b b

a c b a b c a b c a c b b a c

c b a b c a b c a b a c c b a
+ + = ⋅ + ⋅ + ⋅ ≤ + + + +  

'-
^ 
2 2 2

2 2 2

a c b a c b

c b a b a c
+ + ≤ + +.  

( )3  '�* �-
, 0x y >  �1x y+ =  '� ;<=�2 1 1
(1 2 ) 1 1n

n nx y

     + ≤ + +       
.  

( )3S  $A��"A1 ( )nx y= +   �f�� iTF&� e��AT��� Z�Y� �� ��<J�  

( ) ( )
1 1 1 1 1 1

n n
n n

n n

x y x y x y

y xx y

          + +              + + = + + + +                               
  

 !�"JI \�@<�&�,
x y
a b

y x
= =  e�E* $J��<�� �<F#�– _,Z�E� :  

( ) ( )1 1 1 1 1 (1 ) (1 )
n n

n na b a b
    + + + + ≥ + + +     

  

J��<�� '�� �<b $AM-GM  (&	1 ,1a b+ +  '� $£��� X�1ab =.  



  

 

 ��������	 )� .
�����	 �	 ���(     �� 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 (1 ) (1 ) 1 2 2 1 2
n nn n

n n na b a b a b
    + + + + ≥ + + + ≥ + = +     

( )4  �"��, , 0a b c >  9�: $����� ���	�1abc =  '� ;<=�  

3 3 3

1 1 1

2( ) ( ) ( )

3

a b c b c a c a b
+ + ≥

+ + +
  

( )4S  ��E���� O��P�I�A)�� a��/ DE&I� E����J� ( B�]�1 1 1
, ,a b c
x y z

= = =  '� ��1xyz = �  

3

2

3

1 1

1 1 1( )
( )cyc cyc cyc z ya b c

y zx

x
= =

++
+

∑ ∑ ∑  

 �J��P�I� ~yu�� $FN� |1
zy

x
=  .�J��� E��, $���� ��  

2 2 2 2 2( )

2( ) 2cyc

x x y z x y z

z y

x y z

z xy z x y x y z

+ + + +
= + + ≥ =

+ + + + ++
∑  

 �<b '��AM-GM DE&F?&� BCJ� 3

2 1 3
3

2 2 2cyc

x y z
x

x
yz

z y

+ +
≥ ≥ ⋅ =

+
∑.  

( )5  �"��, , 0a b c >  9��2abc =  '� ;<=� 

3 3 3a b c a b c b c a c a b+ + ≥ + + + + +.  

( )5S  e�E* $J��<�� O��P�I�A_,Z�E� 

( )

( )

2
3 3 32

3 3 3

3 3 3

2

)

) ( ) (

2

( )

2

)

(

(

a b c
a b c b c a c a b b c c a a b

a b c

a b c
b c c a a b

a b c

bc b c ca c a aa b a bb c

 + + +  + +   

= +

  + + + + + = + + + + +    

≤ +

+ + ++ +

+

+

 

 'E#���� �� �"��3 3 ( )x y xy x y+ ≥ +  9��, 0x y ≥ '� V�J�@#  

3 3 33 3

3 3

3

3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

)2(

ab b c bc b c ca c a c ca b

a b c

b a+ + + + + ≤ + + +

+= +

+ +
   . ��E����A�

 �?�/'� �� �<I( ) 3
2

3 232 ( )2a b c b c a c a b ca b+ + + + ++ ≤ +  
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 (&	 `@��2 �� �/TF&� Z�Y� �u�DE&F?&� BC.  

 ��Z�[Ex��c����  

( )A  '� ;<=�
2

2 2 2 (1 2 )
1 2

n
n

n

+ +
+ + + ≥

�

�.  

( )B  �"��, , , 0a b c d >  '� ��TA1 1 4 16 64

a b c d a b c d
+ + + ≥

+ + +
.  

( )C  �"��, , 0x y z > <=�'� ; 2 2 4

22x z y zy y x
+ ≥

+ + ++
.  

 

( )D  �"��, , , 0a b c d >  9�:1a b c d+ + + =  '� ��TA  

2 2 2 2 1

2

a b c d

a b b c c d d a
+ + + ≥

+ + + +
.  

( )E ;#�* �-
 , , , 0a b c d )��ه� أن  < )( )ab cd a d b c+ ≤ + +. 

( )F ¤���� E��, $���� O�P�I� <@# $J��<�� ��<=¥ $0��= $��Tb;.  

( )G  �"��, 0a b >  '� ;<=� $<]E� ���	�4 4 48( ) ( )a b a b+ ≥ +.  

( )H  '� ��TA
3 3sin cos

sec( ), , 0,
sin cos 2

a a
a b a b

b b

π  + ≥ − ∈    
.  

( )J � '� ;<=0
2 2 2

a b b c c a

a b c a b c a b c

− − −
+ + ≥

+ + + + + +

 .  

( )K �"��
1 2
, , , 0

n
a a a >…  9�: $����� ���	�

1 2
1

n
a a a+ + + =…  . '� ;<=� 

2 2 2
2 2

1 2

1 2

1 1 1 ( 1)
n

n

n
a a a

a a a n

      +        + + + + + + ≥               
�  
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	&�,	8 9-���	 :"��	 ;��)���������	 ;< � 9&�� ��"="6  

 BM�@K� ��A $U��J� (&	 �#_�*T, 'E"�I (�<, �?�/��� �� Z���K $?�� Tzd� �� $?�� G*� ���¦ �H�/ !&F� .

 �"f BM�@� §�J� '� ¨�* �TJI �"�� B��"���� B������ D�@� O��P�I�A BM�@K� ��� ©��# '� (&	 �#��	�

$���� ªTFA �H&� . )��*� O���I | ªTb� �
_x���� $/��¥�* $�I�I� ���x�,�T�I� (&	 �?��, BM�@�� $&0�

 B0� �E���� ¨�«E,1abc =  �2a b c+ + =  ��J��<�K� B� | W���P�I� ZT"�� ��� B*�.   

 $&0��Ex�m���� 

( )1  �HF�¬ �E�K� ªZE�� �� $�F�20 aEb ~���  .h�"f �� G*� �H���@� 'E"�� �����A� e� �� 

( )1S  ��� `&�# �?*$�R@K�  O��P�I�A ���� iE�R�� B�ª����%� . $J��<�� O��P�I�A �H&: OE�JIAM-GM.  

 �"��,x y B�F�@K� ���A  . �-
10x y+ =  . '� �>, 0x y >  O��P�I� �"fAM-GM    '� �xJ�  

5
2

x y
xy

+
≤ =  

'-
  $��@K�xy  $J��<�K� ��¦25xy ≤ . '� 
�25  �� e� $�AT� ~���� (&	�&$��@?  . �j� ��� �&<# B�

 | 
��@���  h���5
2

x y
xy

+
≤ =  '�* \�/ �-
� �-
 �����x y=  .  �-
2 25x =  Q����A� G*�

 ���J	 e� $J"� $��@� ����A� $�AT� $�F��� 'E",5x =.  

( )2  '�* �-
0a b> >  Z���K� �Hz&<� '� �"f $?�� Tzd� �]��1

( )
a
b a b
+

−
. 

( )2S  '� �>
2

( )
( )

2

b a b
b a b

 + −  − ≤    
  './

2

1 4

( )b a b a
≥

−
  Q����A�/ �-
� �-
 ����� 
��@��� \�/

( )b a b= −  
�/ 2b a=.  

3
2 2 2

1 4 4 4
3 3

( ) 2 2 2 2

a a a a
a a
b a b a a a
+ ≥ + = + + ≥ ⋅ ⋅ =

−
  

���@, c<C� yu�� ���<����{�   \�/ �-
� �-

2

4

2

a

a
=  ^ WJ��3 8a =  
�2a =  .'-
 $J"� $?�� Tzd�  
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  e�3  \�/ �-
� �-
 �Hz&<� '� �"f Z���K��2a =  �1
2

a
b = =.  

$�#�= $��Tb:  ��<F, � $<I�J� $/��
 (&	 �#�?�	� �J�AM-GM  
E&��� ��&� ~T��<� BCJ�3.  

3
1 1 1

( ) 3 ( ) 3
( ) ( ) ( )

a a b b a b b
b a b b a b b a b
+ = − + + ≥ − ⋅ ⋅ =

− − −
  

 \�/ �-
� �-
 ����� 
��@���1
( )

( )
a b b

b a b
− = =

−
  ���J	 \�/ ����( , ) (2,1)a b =.  

( )3  '�* �-
, , 0a b c >  '� ��TA
3 3 3

2 2 2

a b c
a b c

b c a
+ + ≥ + +  

( )3S � \IE�� $J��<�� O��P�I�A��@j��J��� eI�J�� \IE��  

3 3

3
2 2

3 3

3
2 2

3 3

3
2 2

3 3

3 3

3 3

a a
b b b b a

b b

b b
c c c c b

c c

c c
a a a a c

a a

+ + ≥ ⋅ ⋅ =

+ + ≥ ⋅ ⋅ =

+ + ≥ ⋅ ⋅ =

  

��0�� ��J��<�K� ��� X?� 
3 3 3

2 2 2
2( ) 3( )

a b c
a b c a b c

b c a
+ + + + + ≥ + +  ­TFA�2( )a b c+ + 

DE&F?&� BC# �/TF�� ��.  

( )4  '�* �-
,x y  '� ��TA $����� ���	�2 2 2 2 2 2 2x y z x y z y x z+ + ≥ + + +.  

( )4S  $J��<�� O��P�I�� �
_x���AAM-GM �J���  

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2( ) ( )

,
2 2

x y z x z y
x y z y x z

+ + + +
≥ + ≥ +  

DE&F?&� BC# ��J��<�K� �"� X?Y�A�.  

( )5  '�* �-
, , 0a b c >  9�:1a b c+ + = � '� ;<=
2 2 2

9

4( ) ( ) ( )

a b c

b c c a a b
+ + ≥

+ + +
.  

( )5S �H�� �J&���,� �<I ��� ��J��<�K� ��<� ®���JI $��@K� ��� | .�� $@#�x�� �Tu� $J��<�K� aE�JI  



  

 

 ��������	 )� .
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 T�d $]Z���^  STU�� ¨�«E�A )�-�1a b c+ + = e&� �?* \@<�� |:  

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

9

4

a a b c b a b c c a b c
LHS

b c c a a b

a b c a b c

b c c a a b b c c a a b

+ + + + + +
= + +

+ + +

           = + + + + + ≥          + + + + + +     

  

�"��  $/�T�K� $J��<�K� ��2 2 2 23( ) ( )x y z x y z+ + ≥ + +  '� V�J�@#  

2 2 2 2

1

3

a b c a b c

b c c a a b b c c a a b

                + + ≥ + +               + + + + + +       
  

 ;<@# $J��<�� (&	 �J&C�� $/�T�K�X�AT��� Bu��  . �-
  

2

1 3 3 3 3 9

3 2 2 4 2 4
LHS

  ≥ + = + =   
  

 ��Z�[Ex��c����  

( )A  �"��, , 0a b c >  9�:2a b c+ + =  '� ;<=�
2

2 1
ab c

a b c

  ≤    + + 
. 

( )B  '�* �-
{ , , , } {1,2,3, 4}a b c d =  ���uR� '� �"f $?�� G*� �]��ab bc cd da+ + +. 
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